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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Типограф1я А. Бенке, Новый псреулокъ, № 2. 



Предислов1е. 



Предлагаемая работа им'Ьетъ своимъ предметомъ распространеше из- 
в-Ьстнаго метода, прим-Ьненнаго 01псЫе1: кт» вопросу о разложен1и произ- 
вольной функши въ тригонометрическ1е ряды, на случай н-Ькоторыхъ дру- 
гихъ разложешй, встр'Ьчающихся въ Анализе. 

Способъ 01псЫес состоитъ, какт» изв-Ьстно, въ томъ, что опред'Ьляютъ 
коэффишенты разложен1я, допустивъ й рпоп возможность его и равном-Ьр- 
ную сходимость, зат*Ьмъ составляютъ сумму п первыхъ членовъ предпола- 
гаемаго разложен1я, представляютъ ее опред-^Ьленнымъ интеграломъ и 
ищутъ, при какихъ достаточныхъ услов1яхъ пред'Ьлъ этого интеграла при 
« — оо совпадаетъ съ разлагаемой функцхей. 

Такимъ образомъ распространен1е способа 01псЫе1 на друпя разло- 
жен1я т'Ьсно связано съ вопросомъ о представлен1и произвольныхъ функщй 
отъ одной вещественной перем'^Ьнной опред']Ьленными интегралами. Этому 
вопросу посвящена I глава настоящаго сочинен1я, разработанная главнымъ 
образомъ на основан1и мемуара Ои Во15 Кеу1поп^'а: А11§етеше ЬеЬг5а12с 
йЬег с1еп Си1и§ке115Ьеге1сЬ (1ег 1п1е^;га1Гогте1п, сИе гиг Оаг$1е11ип^ (1ег >\^111- 
кйЬгисЬеп Рипк110пеп Лепеп, ВогсЬ. ]оигп., 79 ^ сочинешя О. Ош1: 5епе 
(11 Роипег е акге гаррге5етаг10п1 апа1уГ1сЬе ие11е {ипхют (И ипа уапаЬНе 
геа1е, Р15а, 1880. Въ § I этой главы мы приводимъ необходимыя намъ 
теоремы о среднихъ величинахъ интеграловъ; § 2 мы посвящаемъ изложе- 
Н1Ю теоремъ ^4, В, С мемуара О. В. Кеутопс1'а, выясняющихъ услов1я су- 
ществовашя формулъ: 

(А) пред. .1 1^^". / (л-) 9 (х, А) ^х - о 

// - - со 

(В) пред. /' ' 7" (а) ? {х, Л) (1х =/(- о) . пред. .|'<|> (х, А) с1х 



IV 

(^ пред. /*/ (х) ^{х—а. А) (1х —/ (а -г о) . пред. Г^? (х, А) ^^х - 

й = со /? = оо <^ 

— е 

? (х, Л) ^х, 

Л=:оо 

причемъ мы дополняемъ теоремы О. В. К. н-Ькоторыми результатами из- 
сл'Ьдован1й 1). 01п1. Конечно, всЬ 8 случаевъ выполнен1я теоремы Б, кото- 
рые приведены нами, даютъ совокупность условхй, достаточную, но не не- 
обходимую для представлен1я функши опред'Ьленнымъ интеграломъ; при 
этомъ важно обратить вниманхе на то, что эти услов1я распадаются на 
2 категорхи: одни относятся къ тНЬмъ функщямъ, по которымъ произво- 
дятся разложешя (услов1я для <р(х, А)}, друг1я же, въ зависимости отъ 
первыхъ, налагаютъ тЪ или ^Iныя ограничешя на разлагаемую произвольную 
функщю /(х). Трет1й параграфъ первой главы трактуетъ теорему Л, доказы- 
вающую, что выполнеше услов1й теоремы С каждой изъ функщй /^ (х) и 
/2(х) влечетъ за собою приложимость теоремы С и къ произведенш ихъ. 

Во П-й глав'Ь теорема (а) выяспяетъ приложенхе теоремы С къ воп- 
росу о разложенш произвольныхъ функшй въ ряды, расположенные по 
функцЫмъ даннаго рода, и предусматриваетъ въ зам'Ьчан1яхъ къ теорем'Ь 
(а) различный частности, причемъ отм-Ьчается важное значеше теоремы 
СаисЬу объ интегральныхъ вычетахъ для преобразовашя суммы п членовъ 
ряда въ опред'кленный интегралъ: Теоремы (Р) и (7) той же главы им-Ьютъ 
ц'Ьлью указать, какъ и при какихъ условхяхъ изъ готоваго разложен1я 
произвольной функши въ рядъ можно вывести новыя разложен1я той же 
функши. 

Сл-^дующхя 5 главъ отведены исключительно разбору отд-Ьльныхъ 
прим'Ьровъ. 

Такъ, глава 111-я посвящена н']ккоторымъ разложен1ямъ по тригоно- 
метрическимъ функшямъ, причемъ разложен1е въ прост'Ьйш1е ряды Роипег 
разсматриваются только съ ц'Ьлью приложить н-Ькоторыя формулы этого 
изсл'Ьдован1я къ р-Ьшенхю бол'Ье сложнаго вопроса о разложеши вида: 

^^{^^л ^^^ ^/" "+ ^Л2 ^^^ ^/■"}> 
гд'Ь >7 означаютъ положительные корни уравнения: 

результаты. относящ1еся къ этому посл-Ьдиему вопросу, изложены въ тео- 
ремахъ I, 2, 3, главы III, причемъ отм-Ьчается появлеше въ разложенш 



особыхъ членовъ въ зависимости отъ того, будетъ ли р > - х, р = — I или 

р<-1. 

Четвертая глава разсматриваетъ разложен1е по функшямъ. 

гд'Ь Ху и \^•^ означаютъ соотв'Ьтственно н^Ькоторые изъ корней трансцен- 

дентныхъ уравнен1й: 

- я (0 = 0, В'«)=о 

Объ этихъ разложешяхъ говоритъ Негтке въ мемуар'к 5иг ^ие1^ие5 
аррЦсапопз с1е5 Гопсиопз е11^рп^ие5, не входя въ разсмотр'Ьше условий воз- 
можности такихъ разложен1й. Т-Ь же разложенхя встр-Ьчаются у V. 01ш, 
Зепе (11 Роигхег егс, но для р'Ьшешя вопроса о томъ, на как1е именно корни 
упомянутыхъ транец. уравнен1й распространяется суммирован1е въ безконеч- 
номъ ряду, намъ пришлось разобрать вопросъ о корняхъ уравнений 

Н (0 = 0, в' (0 = ас. 

(См. Изв. СПБ. Полит. Инст., 1906 г., т. V, в. I — 2). 

Въ глзв'к V мы занимаемся разложешями по полиномамъ ^асоЬ^, 
причемъ для усп-Ьшнаго выполнен1я задачи намъ пришлось предвари- 
тельно составить ассимптотическое выражен1е для полиномовъ /,, (л) 
при большихъ значен1яхъ п^ съ указан1емъ высшаго пред'Ьла дополнитель- 
наго члена (См. Изв. СПБ. Пол. Инст., 1906 г., т. V, в. з — 4)^ ^'ь той же 
глав-Ь разсматривается разложеше по полиномомъ ^я(^)« опред-Ьляемымъ 
условхемъ: 

Г„ (2 С05 9) — 2 С05 П'^. 

Въ У1-й глав-Ь разбирается разложен1е по полиномамъ 



^п{x)^е^''-^^^е 2^']. 



которые были введены Чебышевымъ (1859 г.) и Негтке'омъ (С. К., 58, 1864 г.); 
зд'Ьсь также намъ понадобилось предварительно составить ассимптотическое 
выражен1е съ указанхемъ высшаго пред'Ьла дополнительнаго члена, что не- 
обходимо для сообщен1я разсужден1ямъ надлежащей строгости (См. Изв. 
СПБ. Пол. Инст., 1906 г. т. V, в. I — 2). Наконецъ, VII глава отведена 
разложен1ямъ по Бесселевымъ цилиндрическимъ функшямъ /^ (Хл) при 
V> - I, причемъ X означаютъ положительные корни уравнен1й: 

Л (О = о или X /^' (л) - Л /, (х) - - о. 



VI 

Этотъ вопросъ также разобранъ у 11. 01п1, 5епе с!! Роипег, и, по 
свид-Ьтельству N. К^еЬеп'а, НапёЬисЬ (1ег ТЬеог1е ёег СуНпс1егЛ1пкиопеп 
р. 3535 профессоръ 01П1 былъ первый, которому удалось строго доказать 
сходимость упомянутыхъ разложен1й. I]. 01П1 всЬ изсл'Ьдован1я ведетъ 
относительно функщй Р^ (^), связанныхъ съ /^ (;;;) зависимостью 

мы же предпочли прямо заняться функц1ями /^ (-{;), и наши результаты 
(Теоремы ^ и ю) н'Ьсколько отличаются огь результатовъ профессора' 
В1П1, какъ относительно формы разложенш, такъ и относительно услов1й, 
налагаемыхъ на разлагаемую функцш. Объ этомъ различхи результатовъ и 
ихъ причин-Ь мы упоминаем-ь въ зам-Ьчанхяхъ 2 и з къ теорем-Ь ю. 

Мы ограничились приложентемъ обшей теор1и къ перечисленнымъ при- 
м'^рамъ разложен1й, дабы не расширять слишкомъ объема работы. 

А. Адамов ъ. 

Царское Село, 8 Августа 1906 г. 



Глава I. 



считаю долгомъ принести благодарность Сов-Ьту Импера- 
торскАго С.-Петербургскаго Университета и Совету С.-Петер- 
бургскаго Политехническаго Института за матер1альную помощь, 
оказанную мн-Ь при изданхи настоящей работы. 

А. Адамовъ. 

С.-Петербургъ, 29 октября 1907 г. 



•'ЦТ! 1X10 \УОа ЫДЯ&АV/•^алл#а1^ж%^»чра« * «г..^.».. .. 



Считая доказательство теоремы I изв'Ьстнымъ для того случая, когда 
'^ (лс) остается конечной, остановимся только на случа-Ь, когда <р (л) въ 
промежутк'Ь {а, /») обращается въ безконечность въ конечной или безко- 
нечной групп-Ь точекъ опред'Ьленнаго порядка V. Если данная группа то- 
чекъ Со оказывается порядка V-го, то, по опред-клешю группы у-го порядка, 
у-ая производная группа С, содержитъ лишь конечное число точекъ т^: 
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Выд'климъ изъ ц-Ьлаго промежутка (д, Ь)^ внутри котораго лежатъ 
всЬ точки группы С^,, безконечно малые промежутки: 

(О («1 - ^1» «1 + ^\Х («2 - Чу «2 + ^\)у К, - Ч' "-1 + ^« !)• 

Каждый изъ оставшихся промеж у тковъ 

(1) (^. «1-0» 0^х^-^\> «2 0»...-(% + С1> *) 

можетъ содержать лишь конечное число точекъ (V — 1)-ой производной 
группы С,_4; д-^йствительно, допустивъ, что одинъ изъ нихъ содержитъ 
безконечное число точекъ группы С^_1, мы им-кли бы въ этомъ проме- 
жутк'Ь хотя одну пред-Ьльную точку группы С^^<^у т. е. точку группы С^^ 
но всЬ точки группы С^ уже исключены нами, и ни одинъ изъ промежут- 
ковъ (г) этихъ точекъ содержать не можетъ. Такимъ образомъ всЬ про- 
межутки (х), вм'Ьст'Ь взятые, содержатъ лишь конечное число точекъ 
группы СV_1> ибо въ каждомъ изъ нихъ число такихъ точекъ конечное и 
самое число этихъ промежу тковъ (^1 + 1) — конечное; пусть эти точки 
группы С^>, будутъ 

Выд-Ьлимъ теперь изъ промежутковъ (х ) безконечно малые промежутки 

(2) (Р. - >)„ Р^ + 1'.), (Р. - >!., к + ^'..) • • • • {К - V' к + <д' 

разсуждая, какъ выше, уб-Ьдимся, что всЬ оставш1еся промежутки (чи- 
сломъ т^+ П1^~\- I) содержатъ вм'Ьст'к лишь конечное число точекъ V — 2-ой 
производной группы С^_2; пусть 

Ти Тг» • • • Тт;^ 

будутъ эти точки. Выд'климъ изъ упомянутыхъ выше (^14-^^2+ О °РО" 
межутковъ Шз новыхъ безконечно малыхъ промежутковъ: 

(3) (Т,- 5„ Т, ! ^\\ (Т2-^2, Тг + ^'г) (Т-.з+ ^-з' Т«з^-^«'з)' 

тогда оставшхеся (т, |-'Л2 + т,-{- I) промежутковъ будутъ содержать лишь 
конечное число точекъ V — 3"СЙ производной группы С^_з и т. д. Такое 
разсужден1е будемъ продолжать до т-Ьхъ поръ, пока посл-Ь V выд-Ьленхй 
не останется у насъ (ш^ + ^2 Н [- ^^ + О промежутковъ, которые бу- 
дутъ вм-кст-Ъ содержать лишь конечное число точекъ группы Со; пусть 

будутъ эти точки. Выд-Ьливъ изъ упомянутыхъ (;//, г^'а^ 1 '"V ( I) про- 
межутковъ еще т^+1 безконечно малыхъ промежутковъ 

V / 4 1 1» 1 1>/1 V 2 2> 2 г^^•^^\ и!,^^., т^«-1' »п>+1 '«V+1/* 

окончательно получимъ 



такихъ промежутковъ, каждый изъ которыхъ не содержитъ ни одной 
точки группы Со; любой изъ такихъ промежутковъ обозначимъ черезъ (г). 
Вставляя между этими промежутками выд-Ьленные нами промежутки 
(х), (г), ... (V -1^ I), число которыхъ N и которые мы Ьбозначимъ буквою (е), 
мы получимъ полный безъ перерывовъ промежутокъ (а, ЬУ 

Выполнивъ указанную операщю д-Ьлешя промежутка (а, Ь) на дв-Ь 
категор1и (г) и (^), мы можемъ къ каждому интервалу (г) приложить фор- 
мулу (I), ибо въ интервал-Ь (г) 9 (х) остается конечною; складывая ре- 
зультаты, выписанные для посл-Ьдовательныхъ (г), получимъ: 

Л /(X) 9 (X) Лс - 2 ./,.)/(>:) 9 (*) Лх =/„ [.!> (X) ^х - 2:.);,,9 {X) Лх\, 

гд-Ь знакомъ 23/ > обозначено, что берется сумма интеграловъ, распро- 
страненныхъ на всЬ интервалы {е). Но по условхю теоремы I интегралы 

.1/ (л-) ? (х) <^х, ./ЧМ'/^ 

им-Ьютъ смыслъ и при обращен1и ср (л) въ безконечность въ какой-нибудь 
точк-Ь х = (1 интервала (д, й), сл-Ьдовательно при безконечно малыхъ вели- 
чинахъ (е + е) интерваловъ {е) каждый изъ интеграловъ 

оказывается безконечно малымъ, а такъ какъ число слагаемыхъ суммы 
2.1. , есть конечное 2^, то и каждая изъ суммъ 

оказывается безконечно малой, и при переход'^ къ пред'Ьлу мы получаемъ 
формулу (I). 

Теорема II. Если функши /(л) и ср (л) остаются конечными въ конеч- 
номъ промежутк'Ь 

и интегралы 

^■:/(^) ^^, .)> и) '^^^ .г:/ (^) ? (^) ^^ 

имПЬють опред'Ьленное значен1е, то им'Ьетъ м-Ьсто формула 

(П) .)■;; 1{х) 9 (дг) Лх ../„ . .1* 9 (х) ^х + » . Ф . А,. (Ь-а), 

ГД-Ь — I < 0< I I, /^ — число, заключенное между наибольшимъ и наи- 
меньшимъ значен1ями /(и:*) въ интервал-Ь (а, /?), Ф — наибольшее абсолют- 
ное значеше 9 (л*) въ интервал-Ь (д, ^), ^/ — разность между наибольшимъ 
и наименьшимъ значешями /(л) въ интервал'Ь (а, Ь), или, какъ мы будемъ 
говорить для краткости, амплитуда функц1и /(л) въ интервал'Ь {а, Ь). 
Для доказательства зам-Ьчаемъ, что функщя 

'^^ (л) + Ф 



ю 



сохраняетъ знакъ положительный въ интервал-Ь {а, Ь\ и потому въ силу 
формулы (I) им-Ьемъ 

л/(ог?(^)+ф]^^=/«..1: 1?(^)+Ф] "•^. 

откуда 

.1"!/ (*) ? (Х) ^^ --/о Л ? (^) Й^ + Ф / « /! '^^ - Ф /: ({Х) Ах =: 
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зд-Ьсь у^ означаетъ, какъ и /,,, число, заключенное между наибольшимъ и 
наименьшимъ значешями /(.г) въ интервал-Ь (д, А); зам-Ьчая, что /^ ^1 — 
= ^> . Л/, находимъ формулу (II). 

8аи4Ьчаше. При соблюден1и прочихъ услов1й теоремы II функши/ (х) 
и '^ Гх) могутъ им-Ьть произвольное число конечныхъ разрывовъ въ интер- 
вал-Ь (д, Ь). 

Лемма Абеля. 

I. Пусть 

Ё € Е Б 

0> I* 2' * • • /» 

представляетъ рядъ чиселъ одного знака^ не возрастающихъ по абсолютной 
величин'Ь, и пусть 

Ц„ 17,, ^,,...V^ 

рядъ какихъ угодно конечныхъ чиселъ; тогда им-Ьетъ м-Ьсто формула 
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при чемъ М означаетъ среднее число между наибольшей и наименьшей изъ 
суммъ 

5,-^0^ ^1 + ^ : ••+ Г/„ 

ГД-Ь ^= о, I, 2, . . ./) 

2. Пусть 

представляетъ рядъ чиселъ одного знака, не убывающихъ по абсолютной 
величин-Ь, и пусть 

рядъ какихъ угодно конечныхъ чиселъ; тогда им-Ьетъ м-Ьсто формула 

причемъ М ' означаетъ среднее число между наибольшей и наименьшей изъ 
суммъ 

ГД-Ь к = 0, I, 2, ^, . . . 0. 



II 



Доказательство леммы I общеизв-Ьстно, лемма 2 приводится кълемм-Ь I, 
если расположить числа е въ обратномъ порядк'Ь: 

р^ ^р-\9 • • • *1Э *0* 

Соотв'Ьтственно двумъ случаямъ леммы Абеля получаются два случая 
теоремы III: 

Теорема III. 

1. Если /(х) остается конечною, сохраняетъ постоянный знакъ и по 
абсолютному значен1ю не возрастаетъ въ промежутки^ 

и если интегралы 

/«/ М ? (^) (^х, /;[ 9 (х) Лх при а ^ X ^ Ь 

им-Ьютъ опред-Ьленный смыслъ, то им-Ьетъ м-Ьсто фор*мула 

(1И,) Л/ С^) ? (^) Л^ -/(« + о) . ,11 ? (х) Лх, 

гд-Ь л < ; г<. /?. 

2. Если /(л) остается конечною, сохраняетъ постоянный знакъ и по 
абсолютному значен1ю не убываетъ въ промежутке 

и если интегралы 

За/М ? С-^) ^-^' /^ ? 0^0 ^х при д :> X ^ /» 
им'Ьютъ опредИкленный смыслъ, то имНЬетъ мИЬсто формула 

гд-Ь д г^ Е << /?. 

Для доказательства формулы (III,) достаточно въ лемм-Ь I положить: 
^0 =/(^). ^1 =/(^ + А х), . . . е^ =/(а тр^х), 
гд-Ь Л .г = Д 

{/^ — ср (с/) . Дл:, 17, - . 9 (л + Ах) . Ах , . . . [//?=: 9 (л -)- рАх) . Ах; 

тогда 5д^ =2 ? (^ + / ^^) • '^-^^ 

и при безпред'Ьльномъ возрастан1и числа р суммы 5^^ проб^гаютъ непре- 
рывнымъ образомъ рядъ значешй интеграла )^ 9 С-^')^^» ^'ь которомъ верхнш 
пред'Ьлъ проб'Ьгаетъ непрерывный рядъ значен1й отъ а ло Ь; поэтому 
число М формулы (*,) можно взятъ такъ: 

М - р '^ (х) с1х, гд-Ь д < Е Г? ^ 

посл-Ь чего изъ формулы (*|) получимъ (1111). Символъ / (л -г о) формулы 
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(1111) указываетъ на то, что при существованш въ точк-Ь х^а конечнаго 
разрыва сл-Ьдуетъ брать то изъ двухъ значешй / (х) при х—а, которое 
представляетъ пред-Ьлъ /(л + А) при А ^ о. 

Формула (Ш^) выводится изъ (%) повтореюемъ предыдущихъ раз- 
суждешй. 

Теорема Ш допускаетъ сл-Ьдующее обобщеше. 

Теорема IV. Если / (х) остается конечной и монотонной въ интервал-Ь 

а ^ 5С ^ /7, 

и если ср (х) такова, что интегралы 

„ /(х) ? (х) (1х, } ^ ср {х) Лх при а ^ .V ^ /? 
им'Ьютъ опред'Ьленное значен1е, то йм-Ьетъ м'Ьсто формула 

гд-Ь а ^ $ ^ ^. 

Для доказательства формулы (IV) зам-Ьтимъ, что если /(х) не возра- 
стаетъ, то разность 

/(х)-/(^ -о) 

не только не возрастаетъ, но и сохраняетъ знакъ положительный, всл-Ьд- 
ств1е чего по формул-Ь (Ш1) им-Ьемъ: 

откуда 

1!/(л-)?(^)'^^=/(''+о).Г!9(^)^х+/(/;-о). (Л?(х)^х-/«9Сх)^х] = 

=/ С'' + о) ^\ ^ (х) Лх +/(/; - о) . Л ? (х) их. 

Если же /(х) не убываетъ, то разность 

Кх) -/(а + о) 

не убываетъ и сохраняетъ знакъ положительный; прилагая къ этой раз- 
ности формулу (Шг)^ получаемъ и въ этомъ случа-Ь формулу IV. 

ЗамАчавае 1. Приведенныя доказательства теоремъ III и IV допу- 
скаютъ существован1е конечныхъ разрывовъ функцш /{х) и налагаютъ на 
функц1ю 9 (^х) гЬ ограничен1я, чтобы она оставалась конечной (числа (7 

/•X 

леммы Абеля) и чтобы интегралы ]^ ср(;с)^д: им-Ьли смыслъ при д^л*^/?. 

Что касается чиселъ а и Ь, то они могутъ быть и безконечными, лишь бы 
символы /(— оо ),/(+ оо) им'Ьли опред'Ьленный смыслъ при соблюдеши 
прочихъ услов1й теоремъ. 

Заи!Ьчан1е 2. Нетрудно показать, что теоремы III и IV продолжаютъ 
существовать и тогда, когда 9 (^) внутри промежутка (а, Ь) обращается въ 



13 



безконечность въ конечной или безконечной групп'Ь точекъ опредН^леннаго 
порядка V, если только функши 

Кх)> ? М, }{х) ^{х) при л ^ X ^ 6 

могутъ быть интегрируемы, и / (;с) остается непрерывной въ безконечно 
малой области справа отъ а и сл'Ьва отъ Ь, 

Предположеше объ интегрируемости функщй / (л:) 9 (л) и ^ {х) ука- 
зываетъ на то, что интегралы 

распространенные на область каждой безконечности х — а функц1и ср (л:), 
могутъ быть сд-кланы сколь угодно малыми при достаточно малой величин-^ 
области (е-|-8'). 

Для доказательства зам'Ьчанхя 2 разобьемъ, какъ въ зам'Ьчан1и къ 
теорем-Ь I, весь промежутокъ (д, Ь) на дв-Ь категорш интерваловъ: — (г), 
гд-Ь <р (х) остается конечной, и (^), гд-Ь ср (дг) д-кдается безконечной, при- 
чемъ интерваловъ {е) — конечное число Л/, и потому каждая изъ суммъ 

можетъ быть сд'Ьлана сколь угодно малою по абсолютной величин-Ь при 
достаточно малыхъ величинахъ интерваловъ {с), напр. • 

Зам-Ьтивъ это, предположимъ, что между а 1лЪ вставленъ рядъ проме- 
жуточныхъ чиселъ: «,, ^г'"^п-и такъ что образуется возрастающ1й рядъ: 

а, гг„ «2,... «^_„ Ь, 

и разсмотримъ тождество: 

Гт^(х-)^х=[ [/-(а) -Ь/(а,)] . Г'<р (х) <^х + ^1У(«,)+/Ы]./"Ч(.г)^х + 



«,»-1 



+ ;-У"'[2/(^) /(«.) /ы]?СV)^x■ ••+;/' [2/(л) /(«..о /(/^)]9(х)^х. 



«п-1 



Предполагая для опред'Ьленности, что выполнены услов1я 1-го случая 
теоремы III (т. е. /(х) не м-Ьняетъ знака и по абсолютной величин-Ь не 
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опубликовашя ея Ои Во18 Кеутопй'омъ (ВогсЬаг<11 ]оигпа1, 69) излагалась 
на лекц1яхъ К. \\^е1ег5ГУа55'ом'ь. 

Теорема V. Пусть /(лс) остается конечной и можетъ быть интегри- 
руема въ промежутк'Ь {а, /?), пусть « (л:) такова, что интегралы 

Глх)'^(х)ах, Оах)ах 

им'Ьютъ смыслъ при л < л: ^ /? и сверхъ того всЬ интегралы : 

(*) }':^^(x)нx, .(Хх)</х /:-' » (л) ^х, 

гд-Ь предполагается «? < а1 < '>2 ^ • • • • < °'я-1 < ^» 

представляютъ величины одного знака, образующ1я монотонный рядъ, т. е. 
такой члены котораго или не возрастаютъ, или не убываюгъ (н15которые 
интегралы изъ числа (*) могутъ быть равны о, и тогда неравные нулю 
образуютъ монотонный рядъ); въ такомъ случа-Ь им'Ьетъ м'Ьсто формула: 

(V) ./*/(х> (х) 4х=1КА,.;^/ (а,_.) . ./•; <р (х) Лх + 

-г2.Г1''"' [/"(-V) -/Ы] ?(*)^х, 

причемъ — I < ^) < + I, -^/ означаетъ амплитуду функши / (х) въ проме- 
жутк-Ь (а, /;), / — наибольш1й по абсолютному значен1ю изъ интеграловъ (*). 
Доказательство получается изъ тождества: 

,/■'/« ?(^)^.г = [/(а)-/(а,)] (■'< ? (х) ^х^ \ /(а,) -/(а,)] Г » (х) с1х + 

а 'а а 



«о 



Именно, къ первымъ (« — I) членамъ правой части можно прим-Ьнить ]. 

лемму Абеля, полагая 



"1 - /00 -/(«О^ • • • • '^«-1 =/К-2) - /(««-!)> 

причемъ придется им-Ьть д'^Ьло съ I или 2 ел у чаемъ леммы, смотря по тому 
образуютъ ли интегралы (*) рядъ не возрастающ1й или не убываю1ц1й по 
абсолютной величин-Ь (если н-Ькоторые изъ интеграловъ (*) нули, то они 
не входятъ въ рядъ чиселъ е,, е^, ^„-1); въ обоихъ случаяхъ суммы 

^Ь\=«1^ и, -^^'.= /00-/Ю 



Л' 



ш 
ж 



пр 
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или 

остаются по абсолютному значешю меньше А/, и среднее значен1е этихъ 
суммъ можно взять равнымъ &. А/; дал-Ье, числа е^ и е^ ^ остаются по 
абсолютному значенхю меньше /, сл-Ьдовательно сумма (п — |) первыхъ чле- 
новъ правой части нашего тождества можетъ быть зам-Ьнена выражен1емъ 

что даетъ формулу (V). 

За][^1чаше 1. Если, при соблюдеши прочихъ услов1й теоремы V, 
интегралъ 



им-Ьетъ смыслъ при всЬхъ х между а и ^, то им-Ьетъ м-Ьсто формула: 
(V.) /*/(^)?(х)й?л = 1).^/. /+/(«,.,). /»?(х)^х + 

а а 

^=о ^ 

гд-Ь — I <С '^' < ; Ь А^ представляетъ амплитуду функши /(х) въ интер- 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, нетрудно вид-Ьть что 

ч. зн. 2 Г^'[/(х)-/(а,)]9(х)^х5? 

У О ' ^> 

2 /">+« ч. зн.[/(.г)-/(«^.)].|?(.г)|^.г< 

у А- . 1'"-'"+^ |(р (;с)| (/х, откуда и сл-Ьдуетъ 

({)ормула (У^). 

§ 2. Настоящ!й параграфъ будетъ посвященъ приложешю теоремъ 
Ои Во1$ Кеу111оп(1'а, на которыхъ основано представлеше произвольныхъ 
функц1й опред'Ьленными интегралами (См. А11§ете1пе ЬеЬгза^ге йЬег (1еп Сйк1§- 
кеизЬегехсЬ <1ег 1п1е§гаНогте1п, (11е гиг Оаг51е11ип§ с1ег >у111кйЬг11сЬеп Рипс11о- 
пеп сИепеп, ВогсЬаг(11 ]оигпа1, 79)- 

Теорема А, Пусть функшя отъ х и параметра Л:ср (х, А) остается ко- 
нечной (меньше Ф по абсолютному значен1ю) для всЬхъ достаточно боль- 
шихъ значен1Й Л и для значен1й х, заключенныхъ въ конечномъ промс- 
жутк'Ь (л, /?); кром-Ь того, пусть интегралъ 



при всЬхъ достаточно большихъ Л им-Ьетъ опред-Ьленное значен1е и 

пред. I ср (л", Л) ^х — о, 

А. А .Ачоы.. 
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каковы бы ни были числа а', Ь\ удовлетворяющ1я неравенствамъ : 

Пусть другая функц1я /(х) при 

остается конечной и можетъ быть интегрируема. При такихъ услов1яхъ 
им-Ьетъ м-Ьсто формула 

(А) пред. [ '^ / (дг) <р (х, А) с1х = о. 

Л=гоо " 

Для доказательства вставимъ между а и Ь рядъ промежуточныхъ 
чиселъ «1, «2»--«^п-1» "^^^"ь ^'^^ образуется возрастающхй рядъ: 

Къ каждому интервалу (^а^, а^^^) приложимъ формулу (П): 

-0 14.1 ^а»4 1 

гд-Ь — I < ^)_^. < Ч- 1, /) означаетъ среднее значеше/(х) въ интервал-Ь (о^, "^+1), 
А^ — амплитуду / (д;) въ томъ же интервал'Ь. о^. = а^^^ — ^2^. Складывая фор- 
мулы, выписанныя для всЬхъ интерваловъ 6^., им-Ьемъ: 

1[ /М 9 (х. А) с1х = 2 ;^ . СТ '^ (^' ^') '^''' + " • * • 2 4 г ' 

гд-Ь — I < ^ < Ь I. Возьмемъ п столь большимъ, чтобы 

что всегда возможно всл^Ьдствге услов1я интегрируемости /(лг) въ проме- 
жутк'Ь (а, Ь), Установивъ число п, станемъ увеличивать А безпред'Ьльно; 
такъ какъ всЬ числа 1 7^. | конечны, то пусть Р наибольшее изъ нихъ; въ 
такомъ случа-Ь, взявъ К настолько больишмъ, чтобы численныя значенгя 
всЬхъ интеграловъ 

1^'^- 9 (л-, /О их 

были меньше 



(а это возможно въ силу уСЛ0В1Я 



пред. ) , ф (л-, I|)(^x -о), 

Л=оо' " 



получимъ 

ч. зн. >] ]\ . / '^ (л-, //) ^л" < е, 

и окончательно, при А достаточно большихъ, 

I ' /* С-^) ? (^, /О ^Л' = 2^3, - I < и^< -^ I , 



"~^ "^^+1 



1_9 

гд-Ь г число сколь угодно малое; отсюда и сл-кдуетъ, что 

пред. Г /(а') 9 С-^'» 'О ^'^" =0- 

8ан!Ьчаше 1. Теорема А остается справедливой и въ томъ случа-Ь, 
когда произведете 

/" (^0 ? (^, А) 

обращается въ безконечность въ конечной или безконечной групп'Ь точекъ 
опред'Ьленнаго порядка V, если только при сколь угодно большихъ А ин- 
тегралъ 



распространенный на область (а — е, а -|- е') каждой безконечности х = а 
функцш / (д^) 9 (л*, А) может'ъ быть сд-кланъ сколь угодно малымъ при до- 
статочно малой величин'^ (е -|-8') области интегрирован1я. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, разобьемъ весь промежутокъ (д, Ь) на интервалы (г) 
и (^), какъ было сд-Ьлано въ зам-Ьчан^и къ теорем-Ь г. ]Улл интервал овъ 
(г) предыдущее доказательство сохраняетъ силу; для интерваловъ (^), коихъ 
число конечное, сумма абсолютныхъ величинъ интеграловъ 

можетъ быть сд-Ьлана сколь угодно малой, такъ что справедливость теоремы 
^ и въ этомъ случа'Ь очевидна. 

За]гЬчаше 2. Если функшя 9 (^^ 'О остается конечной (меньше Ф по 
абсолютному значен1ю), а въ безконечность обращается лишь /(х) въ ко- 
нечной или безконечной групп'Ь точекъ опред'Ьленнаго порядка V, то тре- 
бован1е, чтобы интегралъ 

былъ безконечно малымъ, можно зам-Ьнить другимъ требован1емъ, именно, 
чтобы интегралъ 

былъ безконечно малымъ вм'Ьст'Ь съ величиною области (г + е'). 

Зам^чаше 3. Предыдущее доказательство теоремы А предполагаетъ 
промежутокъ (а, V) конечнымъ, такъ какъ иначе число п не можетъ быть 
конечнымъ. Если же промежутокъ (д, V) д-Ьлается безконечнымъ, то нужно, 
чтобы им-Ьть право распространить теорему -^ и на этотъ случай, уб-Ьдиться 
такъ или иначе въ томъ, что интегралъ 

или интегралъ 

) ,- /" М 'г (-V, Л) ^Л- при /' • :^: 

2' 
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им-Ьетъ пред-Ьломъ нуль при А = оо и при значешяхъ х^ — (отрицатель- 
ныхъ при а-- — оо и положительныхъ при ^г-^-оо) — достаточно боль- 
шихъ по численной величин'^. 

Теорема Б» Пусть функц1я ф (х. А) остается конечной при 

л^л-<о и о<д:^^ 

для всЬхъ достаточно большихъ значенхй А, но обращается при д: — о въ 

безконечность вм'Ьст'Ь съ А; пусть при всЬхъ а' и Ь\ удовлетворяющихъ 

неравенствамъ: 

а ^ а' < ^' ^ — е < о или о<г^а'<Ь'^Ь, 
оказывается 

пред../*^р(дс, А)^д: = о, 
/г:=оо 

и кром-Ь того 

пред. (_ е ? (х. А) с1х — С^, пред. /^ ^ (л:, А) й(л: = С, 

]1=СО А=оо 

причемъ е означаетъ опред'Ьленное положительное число, хотя бы сколь 
угодно малое, С и С, — постоянныя числа, отличныя отъ нуля и незави- 
сящ1е отъ е. (Изъ того, что е можетъ быть сколь угодно малымъ, и въ 
то же время О и С^ ас равны нулю, — слНЬдуетъ, что ф (х, А) не можетъ 

быть конечной при х = о и А— со; изъ того, что пред'Ьлъ \^[ о (л:, А) ^д: = о 

сл'Ьдуетъ, что С и С1 не зависятъ отъ г, такъ какъ наприм'Ьръ 

пред. I' 9 (^> *) ^^ = пред. /'^ + пред. )\ - С+ О = С). 

Пусть дал-Ье функшя /(^с) можетъ быть интегрируема въ промежутк'Ь 
(л, ^); она можетъ обращаться и въ безконечность въ конечной или без- 
конечной групп-Ь точекъ опред'Ьленнаго порядка V, лишь бы каждый изъ 
интеграловъ 

распространенный на область точки л: = а, гд-Ь / (д:) д-Ьлается безконечной, 
былъ безконечно малымъ при безконечно малой величин-Ь области (е' + е"). 
Пусть еще функшя /(х) остается конечной при л: = о, хотя бы она и пре- 
терп-Ьвала въ этой точк'Ь конечный разрывъ. 

Въ такомъ случя-Ь им-Ьютъ м'Ьсто формулы 



(5) 



.е 

пред.) /(х) '^ (л:, А) (1х =/( '- о) . С при е ;55 ^ "^ /^ 



|'0 



,.^^^.. ^ /(д:) 9 (х, А) с1х~/ (— о) . Ст^ при л 5^ г ^ г, 
/ггпоо 



если только каждый изъ интеграловъ 






I е[/(А-)--/(-0)1'г(^.Л)^Л- 
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при достаточно маломъ е и при достаточно большихъ к можетъ быть сд-Ь- 
ланъ сколь угодно малымъ по абсолютной величин-Ь. 

Въ самомъ д-Ьл-к, ограничиваясь доказательствомъ того случая, когда 
о < е ^ г ^ ^, пишемъ тождество: 



О (*) ? (^. А) ^х = / (+ о) Ц ? (X. Л) Лх + 

+/![/■(*)-/(+ о)] ?(*. ь)Лх+ ^:|У(x)-/(+о)]?(x,/о<^x. 

Установивъ числа е и А^, такъ, чтобы при всЬхъ Ь ^ Н^ существо- 
вало неравенство: 

ч. зн. .Г'^ [/(х) -/(+о)] 9 (х, Л) ^х <т]. 
станемъ увеличивать А бевпредИкльно ; тогда по услов1ю теоремы В 



пред. Г 9 (дс, Л) их = С, 



а на основан1и теоремы А 



и потому 



•с 

пред .^ е [/(л:) -/(+ о)] ? (х. Л) й?а- = о, 



пред.,)"' /(л:) 9 (х, А) й?х =/ (+ о) . О + » . Т|, 

Л=:00 



гд-Ь + I <['^<-Ь1; но такъ какъ л-^Ьвая часть не должна зависать отъ % то 

пред. Г /(х) ? (х, Л) й?л- =/(+о) . С, 
Л=оо 

что и требуется доказать. 

Вак^Ьчаше 1. Теорема В сохраняетъ силу и тогда, когда 9 (•'^э 'О въ 
промежуткахъ 



обраихается въ безконечность въ конечной или безконечной групп-Ь точекъ 
опред-Ьленнаго порядка V, лишь бы интегралы 

.[ ? {х, А) Лх, Г/(х) ср (х. Л) ^х, 

распространенные на область каждой безконечности, были безконечно малыми 
вм-ЬсгЬ съ величиною области. 

ЗамАчаше 2. Въ случа'к, если промежутокъ (а, V) оказывается безко- 
нечнымъ, сл-Ьдуетъ им'Ьть въ виду зам-Ьчанхе з теоремы А. 

Самою существенною частью теоремы В является выяснен1е услов1й. 
при которыхъ 

ч. зн. а\ 1/(л) -/(+ о)] 9 (^, Л) их 
I ч. зн. с \1{х) -/(- о)] 9 (х, Ь) Лх 



(*) 



могутъ быть сд'Ьланы сколь угодно малыми для достаточно малыхъ з и 
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достаточно большихъ А. Не ставя вопроса о нахождеши необходимыхъ 
услов1й, мы ограничимся указашем-ъ н'Ьсколькихъ случаевъ, когда новыя 
(помимо формулированныхъ въ теорем-Ь В) ограничен1я, наложенныя на 
функши /(х) и 9 (.V, А), оказываются достаточными для того, чтобы 
ч. зн. вышеуказанныхъ интеграловъ могли быть сд'Ьланы сколь угодно 
малыми. Зам-Ьтимъ, что новыя ограничен1я будутъ касаться лишь области 
точки х-о (т. е. значешй — е<д:<;|-|-е) и значен!й Н достаточно боль- 
шихъ, притомъ мы будемъ им-Ьть въ виду только первый изъ двухъ инте- 
граловъ (*), такъ какъ сказанное о первомъ переносится на второй зам-Ь- 
ною /(-го) на /(- о) и области (о,+е) областью (г, о). 
Итакъ мы устанавливаемъ 

Дополнен1е къ теорежгЬ В: услов1е, чтобы 



ч. зн.Г [/(л-)-/(+о)]9(х,А)^д: 



могло быть^ сд'Ьлано сколь угодно малымъ при достаточно млломъ е и до- 
статочно большихъ А, выполняется въ сл-Ьдующихъ восьми случаяхъ: 
1-й случай: пусть при о-<х<Се 

|/(.г)-/(+о)|<о. 
гд-Ь о полож. число сколь угодно малое, и пусть при достаточно большихъ А 

гд-Ь к конечное число; тогда им-Ьемъ: 

ч. зн. }'1у\х) -/(+ о)]*(^, Л) ах<Ко, 

причемъ К^ число сколь угодно малое. 

Зам^кчаше. Этотъ случай указанъ О. В. Кеутопс1'омъ въ цитирован- 
ной выше стать-Ь иеЬег а11§:етете ЬеЬгзагге егс. подъ именемъ теоремы IV. 

2-й случай: пусть при о<Сх<Се функхпя /(х) им-Ьетъ конечное число 

к тах1та и т1П1та (функтия тг - не удовлетворяетъ такому требован 1ю) 

И кром-Ь того 

1/(^) -7(+ о) к о. 

гд'Ь а число сколь угодно малое; пусть еще при о<^х<г и при А доста- 
точно большихъ 

ч. зн. ( 9 (х, А) ах < ^, 



гд-Ь ^ число конечное; тогда им-^емъ 

ч. зн. .(■' \/(х) ~ /(+ о) 1 '^ (д:, А) с1х < (4 А'-Ь 2) Ь а. 
Въ самомъ д'Ьл')?, пусть числа 



опред-Ьляюгъ (^-|-1) такихъ промежутковъ, что внутри каждаго изъ нихъ 
('»«, ««+,) функшя/(х) монотонна. По формул-Ь (IV) им-Ьемъ: 

Такъ какъ 



-^-[/(«..О -/(~о)]..С''К^, л)^^, 



»" «с «я* 

ч. зн. I * 9 (^1 *) ^^ 5 ч. зн. / ^* ср (л-, Л) Лх + ч. зн. ( ^ ^ (^> А) й?х < 2 Ь, 
то находимъ 

ч. зн. .1 \/(х) -/(-Ь о)] <? (х, Л) «/.V < 4 1 о; 
отд-Ьльно 

с иь) -/( ^- о)] '■? 0^. Л) '^-^ = [/(«,) -/с - о)] .1'!; ^ (х, л) й!^, . 

откуда 

ч. зн. .(■'' [/(л-) -/(4 о)] ? (дг, А) с1х<2 1о 
И окончательно 

ч. зн. .)' [/(дг) -/(+ о)] '.? (.г. Л) (1х < (4к -{-2)1 о. 



Т. е. можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно малымъ. 

Зам^кчаше. Если въ интервал-Ь (о, е) функщя /(х) им-Ьетъ безчислен- 
ное множество таххта и т1П1та, но ея производная остается въ этомъ 
интервал-Ь не больше н-Ькотораго конечнаго числа |х по абсолютному значе- 
Н1ю, то оказывается 

ч. зн }'] [/(л) - /(-I о) I '^ (.V, Л) </дс < 2 I (о + (, е), 

т. е. сколь угодно малымъ. 

Въ самомъ д-кл-Ь, новая функшя 

^^(л-)=/(x) + ^x.т 

будетъ возрастающею въ интервал'Ь (о, г), и выполняетъ требовашя, нало- 
женныя на/(х) въ случа-Ь 2 (при *^ о); поэтому можемъ написать: 

ч. зн. \'1 [Р (х) -Р(+ о)] 9 (х, А) (1х<2 1о, 
или 

ч. зн.Г^ У\х) \ У'Х-/{+о)]^^(х,к)с1х < 2 1о; 
отсюда 

ч. ЗН. ( / (:с) '^ (л-, Л) ^л- < 2 I о Ь ч. зн. I ^ [Л х ^ (аг, Л) с1х 

< 21з + {хе. 2 Ь= 2 Ь {о-^\1г). 



такъ какъ 



.) [хл- . '^ (.V, А) с1х ае . ) , ^^ (х, А) ^х. 
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ч. зн. I ^х . 9 (х, Л) {1х < иг . 2 1. 
Пгвзг&рохъ функши указаннаго рода можетъ служить 



/(х) — х' . ип - 



I 
СО^ — 

X 



/' (х) - 2 X . ип ^ 

ю^^етъ безчисленное множество корней въ интервал-Ь (о, г), но 

|/(л)|<1+2е, 
поэтоху функшя 

/^(х) X» ля ^- + (1 + 2г)л- 

вгь интервал-^ (о, г) остается монотонною. 
8-й елучай: пусть при о<х^б 

|Дд.)_/(_0)|<,, 

гд-Ь э число сколь угодно малое при е достаточно маломъ, и пусть еще 
/(х) обладаетъ гЬмъ свойствомъ, что, какимъ бы образомъ интервалъ 
(о, е) ни былъ разбитъ на частные интервалы 

^1, ^2» ^3' ^«^ 

Я 

сумма амплитудъ функши /(х)наэтихъ интервалахъ 2 ^ можетъ быть 

сд-Ьлана сколь угодно малой (меньше з ^ при б достаточно маломъ; пусть, 
кромНЬ того, при о < X "5 6 и при достаточно большихъ к 

•X 

ч. зн. ) 9 С^> *) ^Л" < ^5 

гд-Ь Ь конечное число. Въ такомъ случа'Ь оказывается 

ч. зн. .)'^ [/(х) -/(+ о)] ? (х, А) ^х <1(о + 2 а ^, 

т. е. сколь угодно малымъ. 

Аля доказательства предположимъ, что интегралъ 

въ интервал-Ь (о, е) им-кетъ посл-Ьдовательные тах1та (или т1П1та) въ 
точкахъ 

и посл-Ьдовательные т1п1та (или тах1та) въ точкахъ 

при этомъ для удобства дальн'Ьйшихъ обозначенш введемъ ^о — ^» если 
Эо > о, и «^ =-- е, если Эя1-1 <С ^^ и кром-Ь того будемъ им-Ьть въ виду лишь 
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тотъ случай, когда точки а^, . . . «^..1 представляютъ тахта, а точки р^>, . . З^,, 
т1П1та интеграла ) ? (^, А) (^х- 
Положимъ теперь 

и зам-ктимъ, что ^ (ху Л) остается отрицательной въ интервалахъ (а^ р^) и 
положительной въ интервалахъ (Р^ ^8-^1)9 причемъ ^ = о, I, 2, . . . ш— I и числа 

о» Ро> ^1» ?1> ^а' ?2» • • • • ^т-1^ Р«-1Э ^ 

образуютъ возрастаюш1й рядъ. Согласно формул-Ь (I) им-Ьемъ при 

5=: I, 2,. . .т— 2 

СТ Р (х) ? (а-. А) '^А- ^ Р, .1^, 9 (л-. А) ^х- + /:,, ./•^";''* ? (л-, А) ^а" - 

гд-Ь ^^^ и Р^, означаютъ средн1я значен1я функщи Р{х) соотв'Ьтственыо въ 
интервалахъ (а^, Э,) и (Э,, «,+1)- Складывая результаты, относящ(еся ко всЬнъ 
значешямъ ^ отъ I до от — 2, получаемъ 



(0.17 'р(х)'.^х,Н)4х 2^.- /^..) • .1 Г ? (а. А) ^х - 

1 ^^ * 



/•^1 - -^ . -, .•вщ— 1 






л - 1 

'" ^ ..а 

«-12 

Отд-Ьльно для интервала (о, «1) им-кемъ сл-Ьдующее : если р^ = о, то 

(2) ./"' Р (л-) С? (Л-, Л) <1х - Ь\> . Г,' ? (.X, к) Лх, 
ГД-Ь ^\^' среднее значен1е /*" (дс) въ интервал-Ь (о, а,); если же Ро > о и «^ =- о, то 

(2)' .)•„'* Р (л) * (д-, Л) ^л- = Р, . ]^^' 9 (л-, А) их + /=•„.. .1 ^^ (.V, А) Лх г. 

=(/';-^о)..)'!''?(л-. А) ^л:+ /=•„. . .1% (а-. А)^л-, 

гд'Ь Р^ и /\, означаютъ соотвИктственно средн1я значешя Р{х) въ интерва- 
лахъ (о, ро) и (3^, а,). 

Подобнымъ образомъ посл-Ьдшй интервалъ, соотв-Ьтственно двумъ 
предположешямъ : 

Р^_4 -е или: ?,„_1 <р и а^ = е, даетъ двояк! й результатъ: 

(З) с /=■ (а) . ? (а-, А) ^л-=.^„_,./>(л-, Л) ^л- -/=•„.... |7Л (л-. А)^д 

И1- I 



2б 



ИЛИ 

.3 



^ш— 1 " 

Зам-Ьчая, что для обоихъ крайнихъ интерваловъ вторыя формулы 
(2)' и (з) заключаютъ въ себ'^ первыя (г) и (з) какъ частный случай со- 
отв-Ьтственно при Ро- о и Э^_, - е, можемъ сложить формулы (1), (2)', (з)', 
что даетъ 

.■Е_ ^ ... ■«.-« . ,•■** 

1- 



.(„ [/(л)-/(+0)| ? (.V, Л) </л- Г-. р^^ (/Г^._., - /.',) . |-;, (.V, А) </л- 

+ 2 (^^. - ^^.О . ./';'? (л-, А) ^.х + /V».. ,■ . ,Г; 9 (.V, А) с1х. 



Называя для краткости черезъ А (X, |х) амплитуду функц1Й /(х) и ^(^с), 

въ интервал'Ь 

X 5^ л- ^ ц. 



ГУ 



находимъ изъ предыдущаго равенства, что 

^ гт— 1 111 — 1 -1 

ч. зн. г [/(л) -/(Ч о)] » (.V, А)^л- < I . V ^ (,з,_,, 30 +2 ^ («.. ««+!)+« . 
но по услов1ю теоремы 

т— 1 ш — 1 

• -1 в о 

откуда сл-Ьдуетъ 

Ч. зн. (I [/ (л) - / (+ о)] < I (о + 20,), 

Зам^Ьчаше 1. По поводу требован1я, наложеннаго на функшю /(дг), 
чтобы при достаточно маломъ е сумма амилитудъ ея 



п 



могла быть сд'Ьлана сколь угодно малой, добавимъ сл-Ьдующее: 

I) если для всякаго интервала 6^, взятаго внутри промежутка (о, е), 
зависимость между соотв-Ьтственной амплитудой функц1и /(л) А^ и вели- 
чиною 0^ представляется въ вид-Ь 



А^ - С] Ь 



V 



гд'Ь всЬ с^ больше н-Ькотораго конечнаго числа ^, и V отрицательное, то 
функц1я / (л') не только не выполняетъ услов1я относительно 2^^., указан- 
наго выше, но и не можетъ быть интегрируема въ промежутк'Ь (о, е); 
2) если зависимость между А. и о^ дается формулой 

4- о- ^: 






гд-Ь всЬ с^ меньше н-Ькотораго г, и больше с, а V заключено между о и I 
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ТО функшя не выполняетъ условЫ относительно ^^у, но можетъ быть ин- 
тегрируема въ промежутк'Ь (о, е); 
З) если по прежнему 

причемъ век с^ меньше н'Ькотораго с^ и у^ I, то /(х) можетъ быть ин- 
тегрируема въ промежутки^ (о, е) и выполняетъ услов1е относительно X А^. 
Въ самомъ л'Ъл'Ъ, при первомъ предположен1и 

и при равенств-Ь всЬхъ интерваловъ 8^ числу оказывается 

Т. е. растетъ безпред'Ьльно вм-Ьст-Ь съ п и ; интегрироваше же /(х) не- 
возможно здИксь потому, что при Ь. - 

Т. е. при выбранномъ е и беапредИкльно возрастающемъ п растетъ безпре- 
д-Ьльно; при второмъ лредположен1и и при 6^. - 

т. е. при опред'Ьленномъ г и безпред'Ьльномъ возрастанхи п растетъ безпре- 
д-Ьльно, но при всякихъ 8^. 



,.+ 1 



п^ 



Т. е. безпред-Ьльно убываетъ вм-Ьст-Ь съ - ; наконецъ при третьемъ предпо- 
ложеши, какъ бы ни были выбраны 3^., им-Ьемъ 



24о,<^.>:о/"^^^-«-(:) 



•.4-1 ,^ ,..+1 



Т. е. об'Ь суммы безпред'Ьльно убываютъ вм'Ьст'Ь съ е и 

Зам^Ьчате 8. Указан1е на случаи 2 и з выполнения условия, чтобы 

ч. зн. (" [/ (л) - / (-^ о)] 9 (.V, А) Лх 

• О 

могло быть сд-Ьлано сколь угодно малымъ, можно найти въ сочинеши 
и. 01П1, 5епе с11 Роипег е акге геррге5еп1а210П1 апаНпсЬе (1е11е {ип210П1 (11 ипа 
уапаЬИе геа1е Р18а, 1880, р. 43 ^ 50- 
Случай 4-й: пусть при о < л* 5^ е 

1/(л-) /(+о)|<о. 
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гдНЬ а сколь угодно малое число при г достаточно наломъ, и въ томъ же 
интервал-Ь (о, в) пусть / (х) —/(+ о) представляется въ вид-Ь: 

причемъ ф (х) остается конечной (меньше ЧР") и монотонной при о < х ^ г, 
а О) (х) остается конечной и им'Ьетъ такую производную ш' (дс), что интегралъ 



Г|ш(л-)|^л- 

можетъ быть сд-Ьланъ сколь угодно малымъ (меньше о^) при достаточно 
маломъ е; пусть еще при о<д:^е и при А достаточно большихъ 

ч. зн. ) 9 (-^^ *) ^л* < ^» 
гд'Ь Ь конечное число; въ такомъ случа-Ь оказывается 

ч. зн. |' [/(х) -/(+ о)] ? (л-, Н)с1х<2 1[о+2 Ч-о,], 

'^ о 

т. е. сколь угодно малымъ при достаточно маломъ е и достаточно боль- 
шихъ Н. 

Для доказательства, пользуясь т^Ьмъ, что ^ (л) монотонна въ интервал-Ь 
(о, е), приложимъ формулу IV: 

(•' »> (а-) ш (х) '^ (х, Л) ^х = ^ (+ о) . {'"' О) (;с) . 9 (л-, й) ^х + 

*' о * о 

причемъ о ^ е^ ^ е. 

Дал-Ье, интегрирован1е по частямъ даетъ: 

1''' ш (х) '^ (х, А) (/х I о, (л) . /-^ 9 (л-, Л) ^;с1 '^ - ("^ ш' (х) . ( |-^ с? (х, А) ^л) Нх 

^ «> (г о) . /•'■ 9 (а-, Л) с1х - ^•'^ ш' (л) . ( с* 9 (х, А) ^л) ^.г, 
и такъ же 

теперь въ силу 

"> (+ ^0 • ^ (+ о) о 
имъемъ • 

)'1 •^' (л-) <» (а) '■? (а-, А) ^Л- : : - <|. (+ о) . ^•^^ <»' (л) . ( )* ? (х, А) ^л) с1х 

-<;,(з).С^'<о'(д-).(|-^ » (л, А) ^л-) ^л- 

+ .^ (е) . о, (е) . (•; 9 (а, *) <^^- 
Зам-^чая дал-Ье, что при о ^ дс ^ е, ^ е 
ч. зн. I* в (;г, А) ^л- ^ ч. зн. /"^ <? (л-, А) 4х + ч. зн. (■^* '■? (а", А) <1х < 2 1, 

что |•>(+о)|<Ч^ 1'КОК'*' 

I .^ (е) ш (е) К а, р I «>■ (л) I ^.х- < о, , 
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ч. зн. (' [/ (дг) -/ (+о)] 9 (д:, }1)(1х<2 1ЧГ 0^ + 2 ЬЧГ 0^ + 2 Ьо 



окончательно находимъ 

.Б 
О 

- 2 1 [о + 2 Ч^ О,]. 

ВамАчаше 1. Прим-Ьромъ функши ш(х) можетъ служить 

X I 



такъ какъ 



(л) ... ^ -,- ,/«> (-1-) 4г, 



И можетъ быть сд'кпанъ сколь угодно малымъ вм-Ьст-Ь съ е. 

ЗанАчаше 2. При 1|;(х)=1, ^"=1, случай 4-й переходитъ въ теорему 
VI цитированнаго выше мемуара О. В. Кеуп1опс1'а. 

Случай 5-й: пусть интеграл ъ 



./. 



'Ч/М-Л+о) 



X* 



их, 



гд-Ь V > о, можетъ быть сд-Ьланъ сколь угодно малымъ (^меньше о^) при 
достаточно маломъ е; пусть при 



о^л: 

и при к достаточно большихъ оказывается 

\х\'^{х,П)\<М\ 
гд-Ь М конечное число; въ такомъ ел уча'Ь 

ч. зн./;[/(х)-/(+о)]?(х, П)йх<Мо^, 
Т. е. можетъ быть сд-клано сколь угодно малымъ. 



1в. Этотъ случай указанъ подъ именемъ теоремы IX въ ме- 
муар-Ь О. В. Кеутоп(1*а. 

Случай в-й: пусть при о :^ .г ^ е 

1Ял-)-/(^о)|<о, 
гд-Ь о сколь угодно мало при е достаточно маломъ, и пусть 

/(•V) -/(+ о) = -> (л) . О. {Х). 

причемъ ^ {х) остается конечной (меньше Ф" по абсолютному значен1ю) и 
монотонной въ интервал-Ь (о, е), ш (л) можетъ быть интегрируема, а новая 
(}эункшя 



*. о 



остается въ интервал-Ь (о, г) непрерывной и им-Ьетг такую производную 
а' (л), что интегралъ 

("|и'(л)и.г 



и 



шагоси нъ точк'Ь л* го, соотв-Ьтствующая амплитуда М функщи /(л) 
удонлстворястъ нерлвенству : 

гд-к V "^ о и Г н4;которое конечное число; пусть функц1я 9(-^% *) въ интер- 
Вчи*к (^о» «) при в достаточно 11а.10мъ и А достаточно большигь, не татько 
ны1К\1нлсть услов1я: 

ч, зн. |" ^ (л\ А) •/л* < I, 

гд)^ А и л/ конечны» чиста* но еахе оаидаегъ т^ъ свойствомъ« что при 
о '^ • ^^« н^и^^р^x.ть 

ич^^с^г ПчЧмкго1^1гх\1ьные пих;п:д (и,1И а:1п:гпа'^ въ точклхъ 

^»V!« ^е V. >с^V^^V: гги .^Гч^иу пг«ехлчМ^г1егог, что с^ асог^^ст^-.стъ часта 4 
<,гч\ч^ X г*х^^ ?VVг^сг^^е^V. ьч^ :^ 5С* г^з-чсг^ а, ,— ж л:гх5?тс« сл:-^г: 



— л 



' X ^«*.Чч кл Ч^ -Ач. -^Л 



>>^Х -*-^*С> '.' .. •*>■ 



«. ,4. ^^ "^^ " ,.»,.« -ч 



' - - ' * • • ^ \ г»; \ "> 



3_3 

гд-Ь 1> и ^>' заключены въ промежутк'Ь (— 1,-^ I), У наибольш!й по абсолют- 
ному значен1ю изъ интеграловъ (*), А/ и А^. означаютъ соотв-Ьтственно 
амплитуды на интервалахъ (о, г) и (а^., «ч-О функши /(л')--/(+о) или, 
что то же, функц1и /(л). 

Относительно перваго члена правой части формулы (*) зам-Ьтимъ, что 
А/ есть разность между наибольшимъ и наименьшимъ: /(А') и/(л'о) зна- 
чен1ями /(л') на интервал-Ь (о, е), и такъ какъ 

А^ --./(Х) -/(л-о) - [/(Л') -/О- о)] - [/(л-о) -/(+ о)], 
то А/^2о; 

кром-Ь того 1^Ь, и потому 

рКЛ/./|<2а1. 
Для второго члена и.м'Ьемъ: 

ч. зн. 1/(«^,)-/(+о)] \'''^(х,к)(1х<о1. 

• О 

Въ третьемъ член-Ь правой части формулы (*) остановимся на интегралахъ 



(•;;+Ч'г(л-.А)1<^^-; 
прежде всего для интеграла 

1^' 1 9 (.V. Л) I <1х 
им-Ьемъ неравенство : 



|'' I '. (л-, л.) I ^Л- : Г ? (л-. Л) '^А- 



.а, 
о 

X 



<1, 



если въ интервал'Ь (о, а,) интегралъ I ^ (ср л', I^^^^x оказывается возрастающимъ, 
ибо тогда '^ (л% Л) въ этомъ интервал'Ь всегда положительная; если же въ 

интервал-Ь (о, «1) находится еще хшпштит интеграла ( ^ '^ (л', Л) ^л' въ точк'Ь 

л- - а^/, то, зам-Ьчая, что въ интервал-^ (о, ^о') им-Ьемъ^ (л-, Л) < о и въ ин- 
тервал'Ь (%', а,) '^ (.V, //) > о, находимъ 

г" I ? (а, /') I ^л- - с '"' ? (.V, Л) </л- + ^, 'г (.V, Л) ^л- - - 

-■ г ? {х, I,) ^^x - 2 С' ? (а-. Л) </л-, 

^ о о - 

откуда 

(О \'^ у. {х, 1,)\ Лх < 3 I. 

• О 

Подобнымъ образомъ, обозначая черезъ а'^_^ ту точку, гд-Ь инте- 

1 X 

гралъ / 9 С'^? ^0 ^'^ лостигаетъ тгштит'а въ интервал-Ь (^„-1, О» причемъ 
можетъ быть а'^^_, г, им-Ьемъ 

^3,„_^ ? (а-, /') Л^А- - :- ^ ,,"_, 'Л (.V, %) (/л- -Ь ],\,_, '^ (.г, Л) (/л- : 

- ~ 2 .('^ " 'г (а-, Л) ^л- ■ ■ - Г'" '^ (.V, /() </л- -}- .)'] ? {х, Ь) с1х, 

Л. ЛдЛМ<.)В1.. 



I ^«л-. И!*--".^ I.— И^^П 



у . ^ ^ > _ 



Г* — « 



л — 



.":шгт'- 



г^ 1.1-:. 1.^*г>ч.1. 



л. 






I ^ *■ I ■ ■ - ■ - 



_ х~ ~ 



«^.. 



ТТ'г ТТ* Г:'^ ^ ~ Ч?' Г'«'У.Г'!1 И1*^Л11^"1 



п — •- X 






■^ ■* ^ -- ^ ^ - -— « 



'2Рг" *г 



'Т*' 






т» * ш л К 






- -\-г •; 



гг^ 
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такъ какъ число п растетъ вм'Ьст'Ь съ Л, то при достаточно большихъ к 
можно достигнуть того, что окажется 

гд'Ь а^ число сколь угодно малое, и тогда выходитъ 

ч- зн. /^' [/(л) -/(Ч- о)] 9 (л-, А) й(л- < 17 о I + Мс а, (^с,^)\ 

т. е. сколь угодно малымъ при достаточно маломъ е и достаточно боль- 
шихъ Л. 

Зам'Ьчате 1, Случай у-й въ прим-Ьненш къ функши 9(^'»^)~~= 

(рядъ Фурье) былъ указанъ 1лр5сЬ112'емъ (Сге11е, 63) въ дополнеше къ 
изсл-Ьдовашямъ ОшсЫе!, какъ прим'Ьръ функц1и, которая (въ области точки 
л* г= + о) можетъ им-Ьть безчисленное множество таххта и т1П1та, лишь бы 
амплитуда ея удовлетворяла некоторому ограниченш. 

ЗакЬчате 2. Услов1е, наложенное на амплитуду функщи /(д:) въ 
случа'Ь 7* 

и. 01П1, въ сочинен1и 5епе И Роипег ехс. § 28, зам'Ьняетъ другимъ: 

т. е. Л« /^— должно д-Ьлаться сколь угодно малымъ при достаточно ма- 
ломъ 8. При введен1и этого новаго услов1я предыдущее доказательство 
изм'Ьнится только въ посл-Ьдней части. Именно, формула 

> -1 •' ''ау ^« 

сохраняетъ силу, но дал-Ье им'Ье1Мъ при достаточно большихъ к 

л < 






И такъ какъ 



> 

и ^. < " 



им'Ья въ виду, что 



окончательно находимъ : 

л-2 



>• /^ л — /^: (Г1 ^) ' 



2п-1 



/? -"Г~</^(1+Я^), 



»1 



2 4.-С1?('.ЧМ'<г^4^^-М 



5Ь 



и такъ какъ при достаточно большихъ п дробь 

^ I 

СКОЛЬ угодно олизка къ ^, то можно положить 

ч. зн. /"[/ (л)-./(+о).] '^ (.V, Л) ^л- < 17 о л + -^ а', 
' о 

такъ что это ч. зн. будетъ сколь угодно малымъ при достаточно маломъ 
е и достаточно большихъ Л. 

Добавимъ, что услов1е В1п1 является бол-Ье общимъ, такъ какъ на- 
прим-Ьръ при 

А = ^-^-~: 

услов1е В1п1 выполнено, но услов1е Ь1р5сЬи2'а не выполнено; напротивъ, 
если выполнено услов1е ЬгрзсЫгг'а А^ <С ^^'' то услов1е 01П1 непрем'Ьнно 
выполнено, ибо 

л- /^ (3-0 <с.о-^ 1ц 3-' < о', 

въ силу изв-Ьстнаго результата • 

пр. [хЧ^ х]^^^-о. 

V > О 

Зан^Ьчаше 3. Если въ условш Ь1р5сЫ1г'а: 

число у^1, ТО, какъ показано въ зам-Ьчаши 1 къ случаю з> функщя /(.г) 
выполняетъ условхя случая з> ^ потому достаточно наложить на ^ (.г, Л) 
услов1я случая 3"Г0, не вводя другихъ ограничешй случая 7-го- 

Зам^Ьчаше 4. Какъ прим-Ьръ функхцй, которыя въ области точки л' - + о 
представляютъ безчисленное множество колебашй, но выполняютъ услов1е 

при достаточно малой величин-!? интерваловъ о, пе начинающихся въ точк'Ь 
х~ + о, приведемъ 

/ (л-) :- л*. Я«= ( ; ) при А- ^-2. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, рлзсмотримъ иптервалъ (л:^, л%), гд'Ь о <[ л-1 <! л.» ^ е 

и положимъ 

о=л",-л-^; 

установивъ число Лр мы можсмъ взять 6 настолько мллымъ, чтобы 5Ш'^ ( ) 
оставался монотоннымъ въ интервал-Ь (л,, л.,); именно, полагая 

Т I ^_ ш. 






И ' - 5 . - -|- 7/ ^, ГД-Ь О < ^1 2 И 5 -" Е " ИЛИ л' = Е _ I ( ПОСЛ-ЬдЫСС При 



I -\ 

-точному кратному отъ ), достаточно взять 



л"| 



^^'^?/. •''^1^. 



чтобы выходило 



а тогда весь интервалъ ( - , ~ ) не выходитъ изъ пред-Ьловъ одного и того же 

квадранта окружности, и я«2 (- - ) остается монотоннымъ въ интервал "Ь (л'^.Гз) 
Зам'Ьчая еще, что 



ч. зн 
и полагая 



х,2 



шг 2 ^ .)--/, причемъ о ^ / ^ I, 

заключаемъ, что 5Ш^ ( — ) въ интервал-^ С^И -'^'г) им-Ьетъ тахтит / и тш!- 
тит^/ ., или тах1тшп ^/Ч- -\ и 1шштит I, 






Функшя Л' ВЪ томъ же интервал-Ь им-Ьетъ тах1тит л*., и т1п1тит 
л,*, такъ что произведете л*' 5/«' ( — ) содержится или 

въ пред'Ьлахъ '-л^*, (/- ... лД или 

въ пред'Ьлахъ \1 -^ ' Л л/, / . л,* при л:^ ^ .V ^ л".,. 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что амплитуда А}^ с|)ункц1и 

л* 5Ш* I -] въ интервал'Ь (л,, л.,) 
въ перво.мъ случа-Ь опред'Ьляется неравенствомъ: 

И ВО второмъ ел у ча'Ь: 

А<-Ч (^-^А) -/..V,*- /(л;"-л/)+-ол-,'-2. (■;-•)*; 
на основан1и неравенства: 

I —(I —7.У<^ к 7. при о <^<1И^>1, 

заключаемъ, что въ обоихъ случаяхъ оказывается 

А,,<1.о. Ь:/ -' :- 5Л-/-2 (1 -- гу, л-,)\ 

или, при .V, <С Хо "^ 2 И при /^' ^- 2, 



каково бы ни бы;10 л*,, число /*- I и у, ^^1—-» сл'Ьдовательно, полагая 

им^ксмъ для всякаго достаточно малаго о, заключеннаго внутри интерва.1а 
(о, е) и не начииающагося вь точкк .V ; о, неравенство: 

причемь число г конечное. 

Случай 8-й: пусп. при о л ' г ока:швастся 

ТА^Ъ О число ско.'и. угодно малое при « достаточно маломъ, и пусть 

причем ь мь интер11Д.'|1 ((), «)«!'(\) остается конечной (меньше Ч' по абсо- 
лютному ;н1ачси!и1), мои(^тонно1^ и непрерывной, такъ что 

гдЬ '3 \.|\ол1. уюдм!» ма.ин' при в достаточно маломъ; функшя <»>(л*) остается 
конечнс)П (менин1е и Н1» Д1»солни'ному аначен1ю) въ интервал-Ь (о, е) и 
им1лм^ нроииючнун» *и'(\), у чон.1е1иорик)щук) тому услов1ю, что 

можсгь Оми. к 1Кчано V^xо.'^ь у^ч^гно малымь (меньше з") при о^х^е и 
при 5 доч 1,т»чио МЛ10М14; нус1ь 1|»унК1ии у (л*, Л) при о^^.г^Б^ и при до- 
статочно Г»ол1«пт\^ А V ии*ЛVМнор>^е^ ь неравенствамъ 

ч. .»н. I ^г С^» '♦^ '/^ /-> 
Г'И» / и А/ 1\\чи'чиим ч^к к»» и и\ч1К инипраль 
имКгц. ИVЧлI.^оиа^ пииина ^и ш шиипи\) нь гочкахь 



»и ^. -. V .. 



причем Ь Пч I. ЧИч (Л 

^•••) I ' , (,\. А\;Ч, • ' г И. /').:\ I '""^'^О* 'О^'А- 

1и\.пиидкчч ц \^\иои> лнлкд и кмчм/лкчь моно1\>ииын рядь (н'^которыя изъ 
ни\и МVЧ^^^ Оыи. раины п\ 1к\ и ич' кл ^ччан.ныч образумгь монотонный 
рч иЛ; крт\К и>г\^ про иь>ии.им\ч, чи> чич ю п растсть вмкстЬ съ Л, а 
»ч I. р.1,ии>у1н <, I <, Vч^^пре 1 1. наим1>:а»акч к, но остаются одного порядка 

I 
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гд-Ь р VI ^ конечный числа. При такихъ ус10В1яхъ оказывается 

ч. зн/" [Дл) -я г о)1 'Кл-, /0^л-< 14 1.04-4^2°" у ^^'**?' (^ "^ ]) °"' 
т. е. можеть быть сд'Ьлано сколь угодно малымъ при достаточно маломъ е 
и достаточно большихъ Л. 

Для доказательства возьмемъ формулу (V), зам-Ьняя въ ней интервалъ 

(д, 1>) на (о, е), /(л) на /(х) -/(- о) = -^ (х) ш (л), * (л) на '^ (л-, Л): 
/; Ка) <» (л) 'Кх, Л)'^--^=-».^/./^К^,)«(«»-.)..<>(^, А)^А- + 

+ 2 ,С"*['К-^)<"(-^)-1'(«>(«)]'г(.г,/0'^А- 

Зд'Ьсь им-Ьемъ: 
^/^2 0, /^1, К(V^)^(«я-1)I<^» ч. зн. .Г^Са-, Ь)(1х<Ц 

такъ что сумма абсолютныхъ значен1й первыхъ двухъ членовъ правой части 
оказывается меньше 

Въ сумм-Ь ^ отд-Ьльно для перваго слагаемаго находимъ: 

>-0 



• 1 .3 

ч. зн. \\ ' •> (л-) О) (л) '^ (.V, А) ^.г < г ' I »{. (л-) О) (л) I . I ср (.V, Л) I ^/л-, 



и такъ какъ 

.1 



I На) «> (л) К =, .(,1?(л-. Л)М-^<3^ 

(и даже меныце ^, если въ интервал-Ь (о, ^1) функшя 1,, '^{ху Л) (1х моно- 
тонна), то 

Ч. зн. \\ ' 6 (.V) О) (л) 9 (.V, А) ^.г < 3 I ^. 

п-1 

Подобнымъжеобразомъ для посл-Ьдняго слагаемаго суммы Д] найдемъ,что 

У о 

"^^ зн. ^"^^_^ [^ (л) О) (д:) - '> (ос„_,) « (ос^_ ^ ] '^ (л-, А) Лх 

будетъ меньше 8^а или 4-^^» смотря по тому, им'Ьетъ ли \ ^ '^ (^х^ II) с1х хт- 
П1тит (тах1тит) въ интервал-Ь (^„_,, е) или остается монотоннымъ. Итакъ 
находимъ : 

ч. зн. )' '{^ (л) (1) (л) '^ (л", А) с1х < 14 1. а -; 

о 

-^- 2 ч. зн. ^^.^^^ [■> (л) о. (л) ■ - ■} (а.) ш (..)] -^ (д-, А) ^.г. 

п- 2 

Обращаясь къ изученю каждаго слагаемаго суммы ^ , зам'Ьтимъ, что 

]";:*■' [■> (^) - (-V) - '^ («,) <» (',)] ? (а-. Л) ^А- = 11^+^ «. (л) [.} (.V) - ■!- (.,)] '. (.V, А) ^Х 
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Въ первомъ изъ новыхъ интеграловъ по услов1ю 

|ш(л)|<Я 

И, всл-Ьдствхе монотонности функцш '^ (л), 

I ■!' (-V) - -^ (^О К --^ { '^ (',.,) - '^ (',)}. 

причемъ --берется при возрастающей функши ^ (л), — берется при убываю 
щей; такимъ образомъ 

ч. зн. (•^^+' О) (л) [^ (л) - .^ (а.)] о (.V, Л) ^л- < 9 . ± {•> (^,) - 

- 4 С'',)} . .г';+' I г (.V, Л) нл- < 4 ^ 2 ■ ± { -ь (V,) - '> («,) К 

и отсюда 
"2' ч. зн. ,!•;;;+> ш (л) [.{* (л-) - -} (а.)] ', (.V, Л) ^л- < 4 1 ^ • ^ { •> («»-.) - '^ («,)> 

<4^^• = . 

такъ какъ при монотонности функши '1^ (л*) должно быть 

|'К'"-1)-'К^,)1<1'К5)-'К- о)|<о. 

Что касается интеграла 

то формула Ьао^гапе^е'а даетъ: 

со (л) - со (ос .) т (л- - - а^) си (л-.), 

и можно представить изучаемый интегралъ въ внд-к: 



такъ какъ по условхю теоремы имкемъ: 



|'К^>)|<ч-.,:,7<;- 



|л,.а>(л-)|<,', |л-'Кл-, 1>)\- М 

то находимъ: 

ч. зн. /"'■"•;- (а,.) [О) (л) - ш (.,)| '. (л-, /О ^л- < Ч- . а . М. ^'^+ ' "-< 
и отсюда 

!к^. зн. Г^\(.^,) Н(а) ш (^;)] Г (-V, А) </л-<^ Ч-ЛЬ". V Г'^У. 

Обращаясь къ посл'Ьдней сумм'Ь, перепишем ь ее такъ: 

л —2 ., м -2 
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и такъ какъ по услов1ю теоремы должно быть 
то оказывается 

Для посл'Ьдней суммы 



н-2 

легко найти высш1й пред'Ьлъ; въ самом ь д-^л-Ь, положив ь 
им'ЬехМъ : 






^1 



И потому 



I ,^^1 II 



теперь последовательно получаемъ: 



п-2 






^ ^ _^_ I ^ 1^ 



__ ^ I /I 1\| I 

' А-'А- ' Рп-^Рп-ъ ■ Л.-зЛ.-г""^"' р2-рЛр1 р11'^'р.'р1 



/'.• Р. 






/'з ^«_з 

и окончательно: 



^ ч. 



-: (.,) [ш (л-) - о, (7.) I '. (л-, Л) ^л- < - Ч- М .". ^' {р + I). 
Собирая вм'Ьст'Ь полученные результаты, устанавливаемъ неравенство: 

ч. зн. ./"[/(-V) -/(+ о)] 9 (л-, /') ^л- < 14 1 а -!- 4 1 ^^ =' -: ^ 'Г М/ (х- ^ ) с", 

ЧТО и требуется доказать. 

Зам'Ьчаше 1. Функшя 'Ь (л) можстъ не быть монотонной и даже 
им-^ть безчисленное множество таххта и тгпхта въ интервал-Ь (о, е), если 
только ея производная остается въ этомъ иитервал']^ меньше конечнаго 
числа А по абсолютному значен1ю, такъ какъ, полагая 

•>■ (^О - •1' (л) - ^л-. 

можемъ представить 

какъ разность двухъ монотонпыхъ (|зункц1й, къ каждой изъ которыхъ при- 
м'княется найденный выше результатъ. 
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гд-Ь Л , г^ 2/г + I , и 1 2 1 2 I ; тогда 

/ - . — ах ^^ I соя од-.— -!— Лл -]- 1 51п о л . ^ ах =: 

./ $111 X ./ 5Ш .V ./ $'т X 



о о 



,/ $'П1 X ,' $1П X 



() О 

-г/ - Г(?^ л , д- ах, 

/•6 . • 5 . 
^- '^ го^ л д ^д 
5/// Л 



е, 



такъ какъ 



дал-Ье, 



о 

$'П1 о .V 



Л'/;/ л* 

• Е 



I, \со$ 11^ х\ :^ I; 



ч. зн. /' ^^'"Ч^1-^1.5ш Л, д ^д :5^ /^ ^-, 



О 



такъ какъ 



Л-! $1п г 



г$1п^{\^*х) _- 2ям2(^д:) * ^"^ <-- * ^ I • I I <— 

И, наконецъ, 

' Г '"''^"^Ых - ^-" < 

5/"// Л 2 

такъ какъ 

/'~ 5Ш Г1^Х . ~ .г ^тЛ, А' , 

/ ~ ; ах =^ — / ^ - -. - дд, 

,/^ 5/// д: 2 '^ .V'/*; .V * 

а выше было показано, что 

ч. ЗН. / ^ ^ — ах < 7. . -; 
такимъ образомъ 

/ -^- ах — < , - - г ^^ +2; 
выбирая сперва г столь малымъ, чтобы 

л 2 

потомъ назначая А, ''^^ такъ, чтобы 

4 

находимъ, что при вс']Ьхъ 1^^^ /'/^^ оказывается 



^ / I г 



(О» • ^^ л ' 



ч. зн. / ^'" - Нх — "- < !^, 

I ./ ^ л/« X 2 I 



и такъ какъ !^ совершенно произвольное число, то 

.9/ и ЛХ » ~ 

- их т 



5/М Л' 



пред. / 

при всякомъ закон-^ возраста !ия //, и сл'Ьдовательно въ теорем1^ В 

.^ т. .-, I ип //л , ^ 

Сг — и (х, =пред. / ах -- Ь. 



// гг- со — е 
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Обращаясь къ вопросу о тах1тит'ахъ интегрлла 

'О 'о 

при о ^ л- ;5 ^у зам'Ьтимъ, что 

5Ш /IX 
51/1 X 

обращается въ нуль съ перем-Ьною знака + на — въ точкахъ 



• • • 



гд-Ь п, при выбранныхъ г и Л, опред-Ьляется условгемъ: 
такъ что 



»=Е(г:+1) 



И « растетъ безпред'Ьльно вм-Ьст-Ь съ А, посл'Ь того какъ е выбрано и не 
м-Ьняется. 

Такимъ образомъ посл-Ьдовательные тах1та интеграла 



/ зт X 



71: 

X 



о 



будутъ въ точкахъ: 

, (2/с— 1)- 

ГД-Ь ОС^:^ ^^ -, 

Покажемъ, что всЬ П1ах1та, т. е. интегралы 

/ зт X 

о 

числа положительныя. Для этого, разложивъ интегралъ 

^ — ^ 51 П /IX 

О 



ах 

51?1 X 



на слагаемыя: 



*^«-1 



2т. 3^ 2/; — 4 2« — 3 







/г 



2й— 4 



зам'Ьтимъ, что нечетныя (сл'Ьва) слагаемыя 



г / '' ^■/« /(X ] ; 

/^ — I — - ^Л-, / — о, I, 2, . . . П 

^2Ы 



51 П X 
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оказывается: 

5/;/ // 



гд-Ь 

' = - (I - '0/»-1 при «^. < .V < "'" 



И^И ^ - » . Л при '^^'^ < .V < 5.^.,, 

причемъ о < •> < I, и такъ какъ 

Д_, <о, /, > о, I ^- ]\ >о, 
то интегралъ 

У*^ ^Ш //.V , 

/ ^л- 

во всемъ интерва^тЬ (о^ г) будетъ положительнымъ, и сл'Ьдовательно 

'^1 5/// //.V 
• О 



ч. зн. / '^ (л-, Л) ^x < / ' '"1^-- с1х; 

'о 

зам'Ьчая, что функщя 



5 т V 

Л" 



съ возрастан1емъ х отъ о до " убываетъ отъ I до о, и.м'Ьемъ при 
02?л-5^,= ^ ,Л>1 



5/;/ //.V :>■/;/ Л" 



откуда сл'Ьдуетъ, что 



-»/// А\' I Г^/;/ Лл 5/// л1 ^ ; 

- — Л , : <^ //, 

5'// Л [^ //л V } ' 



/Л 5/// Лл , ^ , т. 
- . - - ^/л- <^ // ■ , 



'^> 



И можно взять 

Итакъ функшя 



5.'"// /' X 



? (.V. Л) - 



5/» .V 



удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ теоремы Л, кром-Ь случая 1-го, гд'!^ тре- 
буете я, чтобы 

(•'|'^(л-, /0|^л- 
• о 

оставался меньше конечнаго числа К при о'~^л"5:°> выполнен1е этого по- 
сл':Ьдняго услов1я остается сомнительнымъ, такъ какъ сходимость интеграла 

У^ 5.;/х ^-^-"^-/о-^^о -Л -^У 1 :-Л-1 

является сл'кдств1емъ чередова1пя знаковъ въ ряду 

/о + /о 7/1/1 }к~у 
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Напротивъ, функши 

г^ (х, А) = АГ*' при :^: ^ о, ке^^'' при л- ^ о, ^ (л-, А) — -^-- ^-^^у 

удовлетворяютъ услов1Ямъ 1-го случая теоремы 5, такъ какъ эти функц1и 
остаются положительными при всЬхъ значен1яхъ л:, и для нихъ число К 
совпадаетъ съ Ь. 

Зам-Ьтимъ, что для первой функши 

С — пред. 1~ 116 с1х— I и С. — С, 
для второй: 

Об-Ь функши, — оставаясь конечными, при х отличномъ отъ о, для 
всЬхъ А, сколь угодно большихъ, — обращаются, при х — о, въ безконечность 
вм-Ьст-Ь съ А. Числа ^ совпалаютъ съ С, и сл-Ьдовательно 

I. — I для первой функши, 
I, = — для второй. 
Что касается чиселъ М, то 

М :=^ кге для первой функши, 

М^^-^~^^^-,- для второй; 

при выбранномъ г и при безпред'Ьльномъ возрастанхи Л, числа Л/ убываютъ 
до нуля, и во всякомъ случа-Ь, въ силу неравенствъ 



. _ ^ при л: > о, -^-^^ ^ ^ при л->о, 
можно принять 

2 

для об-Ьихъ функши. 

Промежутокъ {а, /;) теоремы А можетъ быть взятъ (~ со, -р-оо) для 
об'Ьихъ функши, такъ какъ зам'Ьчан1е з ^'^ теорем'Ь А допускаетъ без- 
конечный промежутокъ (д, Ь) при н-Ькоторомъ ограничен1и относительно 
функши / (л) для достаточно большихъ л:. 

Доказанныя нами теоремы А и В даютъ возможность установить 

третью теорему, которую формулируемъ такъ: 

Теорема С. Пусть 

? (л-, а, А) 

представляетъ функц1ю отъ двухъ независимыхъ перем-Ьнныхъ х и а, из- 
м'Ьняющихся въ интервал-Ь (а, /?), и отъ положительнаго параметра А; пусть 
эта функшя для всЬхъ значен1й л% отличныхъ отъ л"~о, сохраняетъ ко- 
нечное значен1е (меньше Ф по абсолютной величин-Ь), каковы бы ни были 

А. Адамон-!.. <1 



5р 

значешя а въ интервал'^ (^, Ь) и значен1я А, но пусть при л- = о функшя 
ср (л-, 01, А) растетъ безпред-Ьльно вм-Ьст-Ь съ Л; пусть интегралы 

^а' ? (л-, а, Л) ^х 

для всЬхъ системъ значен1й а и Ь\ удовлетворяющихъ неравенствамъ: 

а — а^а'^— г<о 

/' — д ^ /^' > -1 е > о, 
остаются конечными, и 

(*) пред. )^^» 9 (х, а, Л) ^л-=:о, 

причемъ при а =г д и а = /? пред'Ьльныя значен1я чиселъ а = — (Ь — а) ч 
Ь' ^=Ь — а могутъ удовлетворять услов1Ю (*), но могутъ и не удовлетворять; 
пусть еще 

пред. .[^ о (^х, 7.^ Л) ^л- " Ср 
/лшоо 

пред. I '^ (.V, 01, Л) ^л- = С, 

гд-Ь ^1 и О равныя или неравныя между собою постоянныя числа, отличныя 
отъ нуля и независящ1Я отъ е; пусть другая функцхя /(а*) можетъ быть 
интегрируема въ интервал-Ь {а, /;), причемъ она можетъ обращаться въ 
безконечность въ н-Ькоторой групп'Ь точекъ опред'Ьленнаго порядка V, 
лишь бы интегралы 

распространенные на область каждой такой точки, гд-Ь /(л) обращается въ 
безконечность, могли быть сд-Ьланы безконечно малыми вм'Ьст'Ь съ величи- 
ною области; пусть, кром'Ь этихъ общихъ условш для всего интервала 
(д, /'), въ н-Ькоторой точк'Ь л: — а этого интервала, въ которой / (л*) остается 
конечной, хотя бы и съ конечнымъ разрывомъ (такъ что /(д- о) и /(а + о) 
не равны другъ другу), функщи /(.г) и ^ (л, ос, //) выполняютъ добавочный 
услов1я; именно, зам'Ьтивъ, что области 

(а - 2, а) (а, ^ + г) 

вл-Ьво и вправо отъ точки л* ос для функшй 

? (л-, ос, Л) и / (л) 
совпадаютъ съ областями 

(- е, о) (о, + е) 

вл-Ьво и вправо отъ точки ^ -- о для функшй 

9 (.V - ОС, а, Л) := '^ (/, а, Л) 



51 

пусть эти добавочный услов1я заключаются въ томъ, что функщи 

Р (О и '^ (/, а, к) 

ВЫПОЛНЯЮТ!» ограничен1я, наложенный на /(^с) и 9(л*>Л) въ одномъ изъ 
8 случаевъ теоремы 5, какъ въ области о^^^ + е, такъ и въ области 
— е ^ / ^ о, причемъ, конечно, въ одной области могутъ выполняться услов1я 
одного изъ этихъ 8 случаевъ, въ другой области — услов1я другого, и при 
а = д разсматривается лишь область (о, + е), при а =: /? — лишь область 
(—г, о). Въ такихъ предположен1яхъ им-Ьетъ м15Сто формула 

(С)., пред. ^1 Лх),'^{х-а^ч,11)Лх-^ 1^ I 1{х)^^{х-7., а, к)йх\-Р, 
гд-Ь для а, отличного отъ а и /?, 

если Лрс) непрерывна въ точк'Ь л* = а, или 

Р={[/(«-о)+/(« + о)], . 

если /(л*) представляетъ конечный разрывъ при л' = а; для а = л и ос — /; 

соотв'Ьтственно 

Р=^/(« + о) и Р='/(/;-о). 
если услов1е 

■Ь' 

пред. .)„, ?(д:, а, Л) (1х = о 

Н=:О0 



выполняется при а = л для а =^ — (Л — а) 

и при ос — /; для Ь' ~-^{11-^а)\ 

напротивъ, при ос = л и при ос = /? 

р=и/(^+о)+/(/^-о)], 

если функщя 

?(^, ос, Л) 

им-Ьетъ такую же особенность въ точкахъ 

л— — (А — а) и х — Ъ — а, 

какъ при ;с = о, и если притомъ С — О^, 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, вводя новую перем-Ьнную / по формул-]^ 

Л" = ос + /, 

находимъ для ос отличнаго отъ а и отъ Ь: 



= .гг /'" / С^ ^- О ? (^ ^^ 'О ^^ + ^с Г' / (" + о . ? (^ ^, *) л = 

4* 
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Такъ какъ функщи 

с? (/, а, А) и /^(0=/(а-| О 
выполняютъ всЬ услов1я теоремъ А и В, то им-Ьемъ: 

/- 5 
р (О ? (^ ^» ^) ^^ = о, 
/• ^^^^' а Я 

Р (О ? (^ ^» ^) ^^ "^ О, 



пред. ^/'"/^(О'^ (^ «, /ОЛ-^ ■ о. Р(-о) = |/(« -о), 



■е. 



Л=оо 

откуда 



пред. ^ / /^ (О 9 (/, «, А) Л =. ^ . 6 ^^(+ о) - 1 / (а + о). 



-^ • / / (^-) ? (л- - «, а, А) ^л- ^ ' /■ /(л) 9 (д- - а, а, Л) ^д- ^ - 

- ; [/(«-о)^/(«+о)], 

или просто /(ос) при непрерывности /(л) въ точк-Ь х^'л. 

При л: = д выражеше, пред'Ьлъ котораго даетъ теорема С, обращается 
въ сл'Ьдующее: 

2С./ /('»+0?(', ", Л)Л = 



о 

^6— в 



= 2^/ / ('' + ')? (^ ''' ^') '^^ + 26' .А' /('' + ') '■? ('' '^' *) '^'' 



О 

,»6 — а 



и Р = пред. ^. / /(я +0 * ((, а, Л) Л = ^ • С ./(д + о)- |/(д + о), 



если только 



пред. / 9 (^ ^, 1*)(11 = о; 



подобнымъ образомъ, при а = 1? изучаемое нами выраженхе обращается въ 
и Р=пред 4-/'" /(/^ + 0.?а^ *)^' = %^-^^.Я'^-^)-^' /"('^-^)^ 



еслИ''только 



пред. I ср (^, /7, Л) ^/ — о. 



Ь5 

Но можетъ представиться еще такой случай, когда функцш 

9 (Ь - л, л, А) и 9 (- /; - а, Ь, Л) 
обращаются въ безконечность вм-Ьст-Ь съ Л такъ же, какъ 

?(о, а, Л); 
подобный случай представляется для 

если Л = 2п4-1. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, зд-Ьсь 

Д = — т:, /; = -|- ^1 Л — а = 2 тг, 



сл"Ьдов. '^ (/? — а, а, Л) и ср (— /? — д, Ь, К) будутъ 

• ^ I 14 \ вЫ (211 -\г ^) хЛ 

НО истинныя значен1я посл-Ьднихъ выражешй будутъ 2п + 1 = Л и растутъ 
безпред'Ьльно вм'ЬсгЬ съ А; въ этомъ случа'Ь уже не будутъ 

пред. / ср(^, д, Л) л и пред. / ^0» ^ *)^^ 

* {Ь—а) 

равны нулю, и значен1я числа Р будутъ иныя. Ивленно, при о^ = а выходитъ 

^^^^С^ + оЗ + пред.^. Л"/(л + 0-?01 л, /ОЛ, 

"Р^^- Тс I "/(^ + 0?(^ ^» л)^^=пред.^^ /'*"~7(л+0?(^ л, ^) л ч- 



,* Ь—а 



+ пред. ^ / /(а + О ? (/, а, Л) Л, 

о— в— г, 

причемъ пред'Ьлъ перваго интеграла правой части остается нулемъ, во вто- 
ромъ же введемъ новую перем-^нную 

и положимъ 

(какъ им'Ьетъ м-Ьсто для 

• ^ ^ 51ПХ Г 

посл'Ь чего найдемъ 

пред. — - / Дд + /) . ? (/; л; Л) Л\ — 

I /'^^ 1 
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и такимъ образоиъ 

^'-^/(«+о)-^|-^V(^-о)=7[/(д^о)-^/(/'-о)^ 

при уСЛОВШ (/, = (7. 

Подобнымъ образомъ, при 'л = Ь выходитъ 
Р = Л /(^ - о) + пред. -^ Г Г'-''^\ /•' /(/. -^ О .^ (/, /,, А.) Л, 

причемъ пред'Ьлъ второго интеграла остается равнымъ нулю, а для перваго 
интеграла, вводя новую перем-Ьнную и уравнешемъ: {=:: — (Ь — а) ■}- и и считая 

ср (- ^ - д + «, Ь, А) — ср (//, Ь, Л), 
находимъ : 

пред. ' / / (^ + О ? (^ ^ Л) ^^ = 

^ пред. -^ Г' Ца + и) ср (г/, ^, А) ^гг г.-_ -^. С/ (л- о), 

и сл-Ьдовательно 

Р=1 [/(^-о)^-^-/(а + о)]. 
или, при с, = с, 

Р--[-\/(Ь-о)-г/(а-^о)]. 

За]гЬчан1е 1. Функшя 



"^ 



(д:, а, Л), 



предполагавшаяся въ теоремНЬ С конечною для всЬхъ значевш л', отличныхъ 
отъ о, можетъ обращаться въ безконечность въ н-Ькоторой групп-Ь точекъ 
опред-Ьленнаго порядка V, если только интегралы 

.Г ? (Л «, Л) Л, ^7 (ос + /) ? а ос, А) Л, 

распространенные на область каждой точки ^ = ', гд-Ь ср (/, ос, Л) обращается 
въ безконечность, могутъ быть сд-Ьланы безконечно малыми виНЬст-Ь съ ве- 
личиною области интегрирован1я (см. зам'Ьч. I къ теорем-Ь А и зам'Ьч. I 
къ теорем-Ь В), 

ЗамАчаше 2. Теорема С приложима и къ безконечному интервалу 
(а, А), если только интегралы 

.( / (« + О • ? (^ ^> ^0 ^^ пр^^ д = — оэ 

— оо 

г + оо 
.', УЧ^^ + О* ? о» ^» ^0 ^^ при &— рОО 

'•1 

им-Ьютъ пред-Ьломъ нуль при /г = -ос и при значен1и | /^,| достаточно большом ь, 
причемъ ^0 < о при Д = — :^- и /„ > о при /^ — оо (см.'зам-Ьч. з1къ теорем-Ь -^). 
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Зам'Ьчаше 3. Въ прост'^йшемъ случа']Ь, когда Сг и С^ суть равныя, 
П0С70ЯННЫЯ, формула (С) принимаетъ видъ 

(С,)пред. — / Я-^)?(л'-а, ^, Л)^Дс = Р, 

гд-Ь при а<Са <С.Ь 

^'=И/(«-о) + /(« + о)1 или /(а), 
при о^ --а и а = & 

Р=.]/(я-о) и .'/(/; + о) или I [/(а -о) ;/(/' + о)]. 

ЗанАчаше 4. Если С и С^ суть неравный между собою постоянным, 
то, повторяя разсужден1я теоремы С, нетрудно установить формулу: 

(С) пред.—!—/ /(л:)9(л--(х, а, Л)^л-:Р, 
ГД-Ь при а<^л<^Ь 

Р^ ,;+?;, 1^^' / (* - о) + С / (а + о)] 

или просто Р=^(^х) въ точкахъ .V : а, ГД-Ь /(.г) непрерывна; въ крайнихъ же 
точкахь ос =^ а и а — ^ 

ЗангЬчавае 5. Если числа С и (г, теоремы С оказываются не постоян- 
ными, а функшями отъ а, причемъ аля всЬхъ значен1й а въ интервал-Ь 
(а, V) сумма С (а)-|-С, (а) остается конечной и отличной отъ нуля, и если 

функшя г^^{^(-, удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ, наложеннымъ теоре- 
мою С на функщю /(л) (для чего достаточно, какъ показано ниже въ 
теорем-Ь Д выполнеше этихъ услов1й каждою изъ функшй /(л*) и-^ . , ^^ , < 
въ отд-Ьльности), то им'Ьетъ м'Ьсто формула: 

причемъ правая часть обращается въ / (а), если при выбранномъ а между 
а и /? функшй /(л), С (л) и О, (л:) оказываются непрерывными; въ крайнихъ 
точкахъ пт1а и а—/; предыдущ1й пред-Ьлъ 

равенъ V:/ "!."^ 1 /: л. . ^ч " ?: 



или 



/(а+о).бЧд+о) /•(г>- о). (;, с^— о) 
г;о/-Ьо)+с;, (а+о) ' (;(/;— о) +6^, (//-о)* 

Зам^Ьчате 6. Предположен1е предыдущаго зам'Ьчан1я о томъ, что 

при е :^ / :^ А — а пред. (^ ср (^ ^> 'О с11 — С (ос), 

Л = оо 

при л — а :^ / ^- — г пред. .1^ ср (/, а, Ь') йг — С (ос ;. 



:;6 

можетъ быть подвергнуто дальн-Ьйшему обобщен1ю; именно, пусть въ обо- 
ихъ интервалахъ 

пред. .(о ? (^ Ь Л) Л — X (/, а), 

причемъ функция X (/, а) при / = о им-Ьетъ конечный разрывъ, такъ что 
числа л (— о, а) и X (-(- о, а) оба конечны, но отличны одно отъ другого и 

неравны о при всЬхъ а въ интервал'Ь (л, /?), производная же — X (^, а) 

остается непрерывной для всЬхъ значен1й а въ интервал'Ь (д, ^) и для всЬхъ 
значешй / въ интервал-Ь (а — а, /' — «), кром'Ь / — о; пусть еще функшя 

выполняетъ всЬ услов1я, наложенныя въ теорем-Ь С на функшю '^ (^ а, /^5 
въ такомъ случа-Ь, при соблюдена прочихъ услов1й теоремы С, им-Ьетъ 
м-Ьсто формула 

(С,) пред. /' ' у^- - ■/ (л) . { ? (л-а, а, Л)-Х'д._,(л— «, «)} ^л=?, 

гд-Ь число Р выводится изъ правой части фор^мулы (Сз) зам'Ьною С (ос) на 
Х(+о, а) и С, (а) на- Х(--о, а). 

Въ самомъ д-клИк, можно положить 

/. (/, а) = /'' ±. X (/, а) Л + X (== О, а), 
''о "' 
причемъ въ посл-Ьднемъ член-Ь берегся знакъ -Н при / >• о и знакъ — при 
I <С. о; теперь им'Ьемъ: 

у' 9, о, », Л) л --=/'' с> о, а, Л) 'И-/'-1^ >■ а, «) '^^ = 



О 



• о 
и такъ какъ оказывается 



I '^ (/, ос, Л) Л - X (/, ее) + л (±: о, а), 



пред. /^ ?, О, ^, /0^^-^ >^(^ о, а), 

причемъ + берется при / > о и - при ^ <С.о, то, д-клая 

С(7)^л(+о,а) и 0,(а) = -л(-о, ос), 
мы можемъ приложить разсужден1я зам. 5 къ интегралу 

./„ ^4-1-0, л) — А (— О, л) 

посл-Ь чего, вводя вм-Ьсто '^1 (^"" '^» '^^ ^0 Равное выражетпе 

? (.V - а, ос, Л) - л',._, (л- - а, ос), 
получдемъ формулу (С^). 



Формулы С^, Сз, Сз, С^ даютъ представлен1е въ вид-Ь пред'Ьла н-Ько- 
тораго опред-Ьленнаго интеграла значен1й произвольной функц1и / (л), за- 
данной въ произвольномъ интервал-Ь (л, /?) и подчиненной н'Ькоторымъ 
ограничешям'ь; главн'Ьйшими изъ нихъ являются услов1я интегрируемости 
функши /(х) въ интервал-Ь (а, Ь), и услов1е непрерывности /(дг) въ без- 
конечно малыхъ интервалахъ 

(а-г, а) (ос, а + г) 

сл'Ьва и справа отъ той точки 

для которой берется значен1е функши /(л"), представляемое опред-Ьленнымъ 
интеграломъ; остальныя ограничешя, налагаемыя на функщю / (л-), зависятъ 
отъ природы выбранной функши 

§ 3- Въ заключен1е этой главы мы докажемъ теорему О, на которую 
ссылались въ предпосл-Ьднемъ зам-Ьчанхи къ теорем-Ь С и которая понадо- 
бится въ дальн'Ьйшемъ изложеши. 

Теорема 2>. Пусть услов1я, налагаемыя на функцию /(л) теоремою С, 
выполняются въ отдНЬльности каждою изъ функши 

Л (л) и Л (л) 

съ т-Ьмъ лишь ограничен1емъ, что, при обращеши функши /^ (л") въ без- 
конечность въ групп'Ь точекъ опред^Ьденнаго порядка V, функц1я /^ (л-) 
остается конечной въ области каждой изъ этихъ точекъ и распространен- 
ный на такую область интегралъ 

.с I/, (л)| ''л- 

можетъ быть сд'Ьланъ безконечно малымъ при достаточно малой области 
интегрирован1я; при обращеши же /а (л) въ безкоиечность подобнымъ же 
образомъ /^ (л) остается конечной и интегралъ 

оказывается безконечно малымъ вм-Ьст-Ь съ величиною области. Въ такомъ 
случа-Ь теорема С и всЬ ея сл-Ьдств^я прилагаются къ функц1и 

/ (а) =Л (л) . л <-^). • 

Для доказательства зам-Ьтимъ щ)ежде всего, что по услов1ю теоремы 
I]. (л) ^ /а (-"^О каждая въ отд-Ьльности интегрируются, и потому, если он-Ь 
остаются конечными въ интервал-Ь (а, Ь), и произведен1е ихъ (д, Ь) интегри- 
руется; если же он-Ь обращаются въ безкоиечность въ интервале (а, /^), то 
наложенныя въ теорем'к ограничения достаточны, чтобы произведение ихъ 
/(л) было способно къ интегрировашю. 

Дал-Ье, если при д: — а об-Ь функши /^ (л) и /^ (л) остаются конеч- 
ными, хотя бы и съ конечнымъ разрывомъ, то же им-Ьстъ м-Ьсто относи- 



^8 
тельно /(д:). Накоиецъ принимая во вниман1е9 что, по услов1ю теоремы функши 

/•'. (О /. (« + 0. 1-\ (О -и (' - о 

въ обчисти точки / = о (справа и сл'Ьва) выполняютъ услов1я одного изъ 
8 случаевъ теоремы й, т. е. что 

(О ч. зн. (■' [/■-, 0) - А-, (-Ь о)] 9 (/. Л) Л 



(2) ч. зн. С [/•; 0) - л; (+ о)] 9 о, Л) л 



могутъ быть сд'Ьланы сколь угодно малыми при достаточно маломъ е и 
достаточно большихъ Л, — мы должны показать, что то же им-Ьетъ м-Ьсто для 

Ч. зн. (-\Р{1)-Р{+о)\-^{1,и)(И, 

• о 

гд'Ь 

р (О =/ (« ^ о - ь\ (О • Р. (О 

(аналогично для интервала (- е, о)). 
Для этого зам'Ьчаемъ, что 

)•; |/- (О- /• ( 0)1 'Кл Л) '// -.с,; /-, (О [р, СО-^^Д ^о)] ? а л)л + 

+ я ( } о) . г [/-, (О - р. (+ о)] '^ (/. Л) Л; 

• о 

такъ какъ второе слагаемое по условш можетъ быть сд-Ьлано сколь угодно 
малымъ, то остается доказать то же самое для 

ч. зн.('^|^; (/)-/-;( о)^и^^0^/^ 

гдЬ положено 

•> ('. Л) - Р. (О • ? С, /')• 

Спорна мы предположимъ, что наша (})ункшя 

? с, /') 

выполняетъ всЬ условия теоремы В, кром-Ь относящихся къ тах1тит'амъ 
ИНТС1 рала 

И поклжсмъ, ЧТО т'Ь же услов1я выполняетъ функшя 

Вь самом:. дЬл-Ь, называя черезъ /^"',^'^^ тах1тит абсолютнаго значен1я 
1|)унк1ии 1\ (/) вь интервал-Ь (о, з), находимъ: 

х) вь иитер1илахъ («1 — ^, — 2), (е, /»--?) 

1Ч-'. '01 |/".('')|.гС'. /')|-.-/7"'-Ч' 
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а) въ силу теоремъ Л и В: 



пред. 1^,, 'V (/, А) (/^ = пред. |^, Ь-\ (/) . '^(/, Л)Л = о 



/.6 ..е 



пред. ,(, •;- (/, А) л = пред. \\ Р, (/) . » (/, Л) Л ^ 7=", (+ о) . С 

Л Г7Т ОО А 1ГГ оо 

3) ч. зн. (I ^1 (/, Л) Л --= ч. зн. ([ Р, (/) . 9 (/, Л) ^г, 

и такъ какъ Р^ (/) конечна и непрерывна въ интервал-Ь (о, г), то при над- 
лежащемъ выбор'Ь постоянной С сумма 

остается знакопостоянной въ интервал-Ь (о, г), и сл-Ьдовательно 

ч. зн. (I р, (/) . ? (I, Л) Л < ч. зн. .(;' [Р, (О +- с 1 '^ (^ Л) <// -т 

- ч. зн. .(;; с ? о, А) ,// < [/=•.«»- 2 1 СИ I ^ 3 Рг^'^ • I 

4) въ интервал'Ь (о, г) 

ч. зн. {Г.^(/, /0}^/='/°^М', 

и такимъ образомъ функшя '{'(^Л) обладаетъ всЬми предполагаемыми свой- 
ствами функщи 9 ('| 'О' 

Поэтому, если одна изъ функшй ^*'^ (/) и Ь,, (О выполняетъ услов1я 
случаевъ I —- 6 теоремы 5, то, обозначая эту функц1ю черезъ Р^ (/), нахо- 
димъ непосредственно, что 

ч. зн.С[Р\0)-Р.,(-\о)]''^(1, Л) л 

• О 

можетъ быть сд'<>лано сколь угодно малымъ, ибо ')'(/, Л) подходить подъ 
услов1Я, налагаемыя на '^ (^ А) въ случаяхъ 1-6 теоремы В. 

Предположимъ теперь, что ^ (^ 'О выполняетъ еще т'Ь услов1я отно- 
сительно тах1тит-овъ интеграла 

*^ о 

которыя налагаются случаями 7 — 8 теоремы В; такъ какъ выполнеше т-Ьхъ же 
услов1й функщею 

'5-0. Л) =^", (О? а Л) 

требуетъ наложен1я ограничений на Р^ (^), то употребимъ другой способъ 
разсужден1я. Именно, разсмотримъ отд-Ьльно три случая: 

1) когда /*", (/) и Р.^ (/) об^> удовлетворяютъ услов1ямъ случая 7 теор. И 

2) когда р1 (/) и /^'^ (О удовлетворяютъ услов1ямъ случая 8 

3) когда -р1 (О удовлетворяетъ услов1ямъ случая 7> а Р,,^)'-услов1Я}ль 
случая 8, - и для каждаго изъ нихъ докажемъ, что 

(*) ч. зн. г /-, (О [/-; (О - р, (^ о)] ? (г. А) ,// 

^ о 

можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно малымъ. 



6о 

Въ случа-Ь I) введемъ функц1Ю 

<» (О = -Р, (О [р. (О - р. (+ о)], 

» 

посл-Ь чего выражеше (*) обратится въ 

ч. зн. )•' [Ь (О - Ь (+ о)] 9 (Г, Л) Л; 

• О 

предполагая, согласно условгямъ случая 7> что въ интервал-Ь (о, г) оказывается 

1^1(0-Л(+о)|<а„ 1/^,(0-/^, (+0)|< а,, 
и что для Р, (О (^0)1 < ^1 '^'Ч 

для РДО (Л)2<^2^4 

причемъ ^^^у., >-о, покажемъ, что функшя О(^) также удовлетворяетъ 
услов1ямъ случая уго5 ДЛя этого зам-Ьчаемъ, что 

1Н0-Н~о)|^о,. К + |/-^(---о)|)=о„ 
причемъ Од величина сколь угодно малая вм-Ьст-Ь съ а^; дал-Ье, 

'^ с.) - « (О = [/'^ ('.) - р. (+ о)] . [1-\ (/,) - /=•, (О] + 

откуда амплитуда для функщи О (/) 

(^Оз<'=-^-.8''Ч-[',-|^',(+о)|]..,8^ 
т. е. 

гд-Ь 



Лз 



'^1—^2 



ч. зн. /•' [О (О - Ь (4- о)] ср (/, Л) Л 



и сл-Ьдовательно с.^ остается конечнымъ числомъ для о сколь угодно ма- 
лыхъ. Доказавъ, что О (/) удовлетворяетъ услов1ямъ случая 7"ГО, заключаемъ, что 

.Б 

I 

можетъ быть сд-Ьлано сколь угодно малымъ. 

Обращаясь къ случаю г), предположимъ, что согласно услов1Ямъ 
случая 8 теоремы В оказывается въ интервал-Ь (о, е) 

I Р, (О - РХ- о)| < а^, 1/^; (О - 1\ (- 0)1 < а,. 

Р, (О - Р, (- о) =:= ';., (/) ш^ (/), Р, 0) - Р, (-:- о) = '>, (О (О, (/), 

причемъ '{/^СО и »^.. (О конечны (меньше Ч\ и Ч'.), монотонны и 

1/^1 (^) -'Л (+о)| < а\, 1УЛ^-'^Л-о)\ < а. 

ш^ (/) и ш., (/) конечны (меньше 21 и 2^), непрерывны и им-Ьютъ производ- 
ныя так1я, что , , ^ , 

|/.ш\(/)|<з;', !/"'■, (01 
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Покажемъ, что при этихъ услов1яхъ можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно 

малымъ 

ч. зн. .1" [О (О - Н (-^ о)] ? О, А) (И, 
гд-Ь по прежнему 

о (О = /=•. (О [Р. (О - Р. ( т- 0)1 -[/=-, (~ о) - ■;, (О «о. (0) -ЬСО «>. О); 

въ самомъ д-Ьл-Ь, им-Ьемъ 

/•;[0 (,) _ 6 (^ о)] ? (/, Л) л :- /=-, (^ о) .(•;[/=•, (О - /=■, (Ь 0)1 '. (/, Л) л ^ 

-- ./о' -К (О ">. (О '^^ (О ">2 (О '■? (<. Л) '^'. 

и такъ какъ, согласно случаю 8 теоремы В, первый интегралъ правой части 
можетъ быть сдИкланъ численно сколь угодно малымъ, то остается доказать 
то же самое относительно 

.С'Ь(о%(0'^.(0"'.(о?ал)^/, 

и это мы сд-Ьлаемъ, положивъ 

">3 (О ^-^.(0-^2(0 

и показавъ, что для функшй ']^з (О и **^з (О можно считать выполненными 
услов1я случая 8-го теоремы 5, выше перечисленныя для '{', (/), ^^ (/) VI 

+2 (О' ^2 (О- 

И д-{5Йствительно, въ интервал-к (о^ е) 

1'Ь(0">з(01<^. ^2 = ^3. 

ГЬ(01<Ч\.Т,::--Ч-з, 

1'^з(0-'л(+о)|<^|.^.(в)|.|бДг)-^;.,(Ч-о)|-^|'^,(-го)|.|^ 
ЧТО же касается монотонности функшй 'Уз(0> "^о, согласно тождеству 

•^з (',)--';'з (/2)='Ь (/,) ['^2 о,)-'>..(0]-'>= (О [•>. ('■)-•>. (01. 

функшя фз(0 будетъ нав-Ьрно монотонною, если ^,(/) и '^'гСО будутъ лю- 
нотонными одного смысла и сохраняютъ одинъ знакъ въ интервал-Ь (о, г), 
но такъ какъ функщи 

при надлежащехмъ выбор-Ь знлковъ ±: удовлетворятъ такому требован1ю и 
дадутъ монотонное произвелен1е, то, въ силу тождества 

^ •!', (О ■1'= С) = ^ { [ч\ ^ -л (0.1 [Ч-, ± -'^^ (/)] - ч-, Ч-, 1 ^ 

^ Ч-, -1, (О ± Ч-, ->, (О, 

функшя «1^3 (О всегда можетъ быть представлена алгебраической суммой 
трехъ монотонныхъ функшй ; каждая изъ нихъ удовлетворястъ тремъ на- 
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писаннымъ выше услов1ямъ, связаннымъ съ числами Оз, Ч'\, ^\ и потому, 
не нарушая общности разсужден1я, можно вести доказательство въ пред- 
иоложеши, что монотонность функщи ^з (О установлена; при этомъ можно 
добавить, что если бы (см. зам-Ьчанхе I къ случаю 8 теор. 5) каждая изъ 
({эункшй ^1 (^) и ^2 (О» им-Ья безчисленное множество колебан1й въ интер- 
вал-Ь (о, е), сохраняла производныя конечными, наприм-Ьръ 

то подобное им'Ьло бы м-Ьсто относительно ^^{}) такъ какъ 

Остается добавить, что вт» интервал-Ь (о, г) 

|а>з(0|<2, .2, = 2„ 
что сОд {!) непрерывна, если непрерывны ш^ (/) и ш.^ (О, и что 

I / . С1)'з (О I < ^1 . ^"г -г 2^ • ^"1 = ^"з; 

такимъ образомъ доказано, что функщи 'Ь^ (/) и Шд (/) выполняютъ услов1я, 
налагаемыя на ^ (/), ю (^) случаемъ 8 теоремы В, и мы въ прав-Ь заключить, что 

ч. зн. (•' '^3 (О «^а (О ? (^ Л) Л. 
а сл'Ьдовательно и 

ч. зн. |' [6 (О - о (+ о)] '^ (I, Л) <// 

• О 

можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно малымъ. 

Переходя къ посл-Ьднему случаю, когда Р^ (/) удовлетворяетъ уссо- 
В1ямъ случая 7"ГО и РоСО услов*1ямъ случая 8-го, предположимъ, что б1 
интервал-Ь (о, е) оказывается для Р", (/) 

1^,(0-/'".(+о)|<а, и(^;0.<г,о^', 
И для ^^^ (О- 

\РЛО-РЛ+о)\ < о„ ^■,(0-^;(-о)--=-;-Д/)а,до, 

причемъ '^2 (О монотонна, и въ интервал-Ь (о, е) 
О),, (^) конечна, непрерывна и 

I<".(ОI<^.. М">'Д01<=".- 

При такихъ услов1яхъ нужно доказать, что численное значенге 

.(■>', (О -Ь (О -. (О ? с. /') </' 

можетъ быть сд-клано сколь угодно малымъ. 



Интегрируя по частямъ, находимъ: 

С р. (О •!'. (О ">. (О ? о, Л) л .= ш,(о . ,)•;, /•; (О ^, (О <? (/, Л) л 



- .Го' <-'Л0 [С Р^ (О '>. (О ? (^ Л) ^/) '/^ - 
= -.(О . .)„' ^. (О <!'. (О ? с, Л) ^' - .С-'. (О • ( .1' ^. (О ь (О ? (^ *) ^^) ^1- 

Такъ какъ по услов1ю ')^., (/) есть функшя монотонная, то на осно - 
ваши формулы IV им-Ьемъ: 

/о р. (О . •!'2 (О . ? (^ Л) л = ->, ( - о) .)■; /■-, (О ? (А. Л) л + 

'^. (О • .С Р. (О ? ('. Л) '/', 

гд-Ь о < / < /, но изъ разсуждешй случая У'^о теоремы В сл^дуетъ, что 
при о ^ ^ :^ 3 ^. 

ч. зн. \\^ Г, (О ? (/, /О с1^ 

ч. зк. .Г//^, (О 9 (А, Л) ^/ 

могутъ быть сд'Ьланы меньше н-Ькотораго числа тг), сколь угодно малаго, 
такъ какъ изсл'Ьдуемая въ случа'Ь у сумма 



п 



_.'> 



>:л,../у-ч-.(л-л)1</л- 

можетъ только уменьшиться, если въ нее входигъ меньшее число слагае- 
мыхъ, что и случится при зам-Ьн-Ь цНЬлаго промежутка (о, е) его частью 
(о, /') или (/', ^); такимъ обрдзомъ находимъ, что при о^/^г 

ч. зн. }1 ^; (О . '^, (О . ? а 10 л < 24', . т,, 

и отсюда 

ч. зн. |"- /•', (О Ф, (О «"г (О ? ('. Л) (1( < 2 ^; ^^ . т, ч- 

■ о 

-ь 2 ч; . г, . |" I ш; (О I Л; 

о 

но по услов1ю въ интервал-Ь (о, г) оказывается 

и • -'. (О I < <'".- 

т. е. произведен1е / а)„' (/) стремится къ нулю вм'Ьст'Ь съ /, и можно положить 

причемъ р > о и л (/) остается конечной въ интервал "Ь (о, г), наприм-Ьръ 
1^(0 |<^^> тогда найдемъ 

1;|ш',(/)|<//<л. ;', 

и окончательна 

ч. зн. II Р, (О {Р, (О - Р^ (- о)\ '^ (/, Л) ^/ < 2 т) Ч'з (2, + у в^'}, 

Т. е. можетъ быть сд-Ьлано сколь угодно малымъ. 

Разобравъ такимъ образомъ три особенныхъ случая г), 2), з)» мы 
дали полное доказательство теоремы В. 



Глава II. 

061Ц1Я теоремы, относящхяся къ разлоЖешю произвольной 

Функцш отъ одной вещественной перел1Ьнной въ ряды, 

располоЯ^енные по Функц1ял1Ъ опред'Ьленнаго вида. 

§ 1. Теорема ос. Пусть / (д:) представляетъ произвольную функц1ю, ко- 
торая въ интервал-Ь (д, ^) удовлетворяетъ вс'1;мъ услов1ямъ теоремы С; 

пусть К,, (ос), К^ (а), Ку (ос), К^{а) 

т-Ь функши опред-Ьленнаго вида, по которымъ желаютъ разложить въ рядъ 
заданную функщю /(ос), и пусть 

1о ('V). ^1 (л-), ^2 О^О» • • • ^-л 0^') 

н-Ькоторыя друг1я функщи, выбранныя такъ, что 

'^(л- - а, 1, ЬГ) =г. 2 /Г.(ос) . / (л) 

у о 

удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ теоремы С, причемъ числа О и С^ предпола- 
гаются постоянными и равными другъ другу. Въ такомъ случа'Ь рядъ 

^0 ^о(Ю-г^, А', (ос) л. . . . 4^ д^ ;^^Да) + ...., 
гд-Ь 

им'Ьетъ суммою: при а <^ ч <^Ь число 

Л/(»-о)-Ь/(а + о)1 
или просто 

если 7 (л) непрерывна при л-=:ос, а при ос: :а и ос = /?— числа 

.] /(а \ о) и У'^Ь-о) 
или въ обоихъ случаяхъ 

И/(д + о)+/(*-о)], 

смотря по обстоятсльствамъ, указаннымъ въ теорем-Ь С. 
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Въ самомъ д-клЪу сумма 5^ (п+1^ первыхъ членовъ нашего ряда: 

•^- = ТсУ/С^) • 2 Щ (а) I, (х) . с1х = ^^^ (.х)<?(х-<х, а, А.) ^х 

им'Ьетъ пред'кломъ числа 

*[/(«-о)+/(а + о)] или/(«) 
при а <^а<^Ьу и 

*/(л+о), 1/(*-о) или ^[/(а + о)+У(&-о)] 

при а = а, а = ^, какъ доказано въ теорем-Ь С 

ЗакАчате 1. Числа С и С^^ могутъ быть постоянными, отличными 
другь отъ друга, и тогда сл'Ьдуетъ взять 

^п = 5т^, /!-^ ^^) ^- (^) ^^^ 

причемъ сумма ряда при а <С,а <^Ь окажется равною 

или просто 

при /(а — о) ■=/(« + о), въ крайнихъ же точкахъ а=:а и а = ^ эта сумма 
будетъ равна 

или въ обНЬихъ точкахъ: 

смотря по обстоятельствамъ, указаннымъ въ теореме С. 

ЗакЬчате 2* Если С и &^ оказываются не постоянными, а функщями 
отъ а, то сл'Ьдуетъ взять 

и тогда, предполагая, что С (;с) + С?! (^) выполняетъ услов1я, указанныя въ 
зам^Ьчанги 5 къ теорем-Ь С, найдемъ выраженхе для суммы ряда при д < а < ^ 

?^т ^ггт^"? ^ • О. (а— о) . / (а — о) + ^ / ■ ч ■ ^ / , ч • О (а+о)./(а+о), 

Т. е. просто 

если въ точк'Ь х — а функщя ^. ._Г^ . ч непрерывна, и проч. 

8а]сЬчаше 8. Если им-Ьетъ м-Ьсто обстоятельство, указанное въ зам-Ь- 
чаши 6 къ теорем-Ь С, т. е. (полагая х — а = /) оказывается 

пред. г' 9 (/, а, А) ^; = X (^, а), 

А. Адаховъ. 
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причемъ X (/, а) удовлетворяетъ н-Ькоторымъ условхямъ, перечисленнымъ въ 
упомянутомъ зам-Ьчанхи 6, то нужно взять 

и тогда сумма ряда 

будетъ равна пред. /^ х(.^.о.у(-ц-о,ж) *? (^ " '' '"• *-) '^^' "^^ ^• 

Р-^1* ТТТ — (Щ-, ч ^'х-а (х - а, «) Лх, 

•./«>>(+ о, *-)—>-( -о, д.) ^ "'^ ' ■' 

а сл'Ьдовательно сумма новаго ряда: 

/ г/ \ 

будетъ равна числу Р, гд'Ь при а <^а <^Ь 

р_ —/(а — о) X (~ о, а -^ о) /(а + о) X (+ о, а + о) 



X (-1- о, а — о) — X { — О, а — о) ' X (4-0, а + о) — X (—0, а — о) 

ИЛИ просто 

въ гЬхъ точкахъ, гд-Ь функщи / (дг), X (— о, х), X (+ о, х) непрерывны, и т. д. 

Зам^Ьчаше 4. Теорема (а) и ея сл-Ьдствхя прилагаются и къ бол-Ье 

общему случаю разложен1я произвольной функши/(л-), когда рядъ им-Ьетъ видъ 

причемъ въ прост'Ьйшемъ случа-Ь, когда С, —~ С, 

(У = о, I, 2, ...«,... ; ^ = I, 2, . . . т), и 



я 



Зам^Ьчавае 5. Пусть функц1и 
соотв'Ьтствующ1я различнымъ значен1ямъ / 

представляютъ частныя значенхя функшй 

^1 («» ^)» ^2 («» ^), • • • . ^С («» О. 
отв'Ьчающ1я значешю :^ = Х^., такъ что 

^Л1 («) = ^. («' ^у) -^у.- («)= л;, к '^у). 
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причемъ числа 

суть простые корни н'Ькотораго трансцендентнаго уравнен1я 

со (О = о; 
пусть также 

^1 1 (^) = ^1 (^, ^•). • • • 1^1 « (л) = ^„ (л% >V). 

Въ такомъ случа-Ь функшя 
можетъ быть представлена интеграломъ: 

(2) ? С. «. К) = 7^/, ^ (О ^/7 - 2 «*, 

гд-Ь 
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С^ означаетъ такой контуръ, который содержитъ внутри себя точки 

И сумма Е^^ К^ означаетъ сумму вычетовъ функщи 2 (:^), отв-Ьчающихъ по- 
люсамъ, отличнымъ отъ ^ = Х^,, . . . Х^, если таковые полюсы лежатъ внутри С„. 
Для доказательства зам-Ьтимъ, что вычетъ функщи 2 (^), отв'Ьчающ1й 
полюсу ^~^^у будетъ именно 

(З) к, («, X.) I. (а + /, Х.) + . . . + К„ (а, X,) 1^ (« + 1, Х^). 

если последнее выраженхе не равно нулю; если же оно равно нулю, то съ 
одной стороны соотв'Ьтствуюшее слагаемое можно выбросить изъ выраженхя 
^(^а, Л^) (О, съ другой стороны точка :^=>^^ не будетъ уже полюсомъ 
функщи 9 (;^), и такимъ образомъ при обоихъ предположенхяхъ о числ-Ь 
(з) находимъ формулу (г) какъ простое приложенхе теоремы СаисЬу объ 
интегральныхъ вычетахъ. 

8ам4чате в. Пусть при разложенш произвольной функц1и / (л*) въ 
рядъ вида: 

оо 

(*) 2 Кг ' К,,г («) + а^,2 . К,, («)+•....+ а.„ /Г. „ (а)} 

функщи 1Г г л 

обладають гЬмъ свойствомъ, что 

если не будетъ одновременно 

; = А, к = 1, 

напротивъ 

С Р(х) . К,% (х) с1х 

5* 
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не равенъ нулю, причемъ Р{х) представляетъ н-Ькоторую функщю отъ 
X, конечную и интегрирующуюся въ интервал-Ь (а, Ь); пусть дал-Ье функц1и 
Ь (х) опред-Ьляются формулой 



Если при такихъ предаоложен1яхъ функцЫ 

удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ теоремы С (связаннымъ съ числами Ф, О, (т^ 
Л, М и т. д.) и сверхъ того оказывается 

С=: С^из 1, т. е. 
пред. Г ?(^а, А.)Л=:г11^, 

причемъ + берется при + е^/^^ — а и — берется при д — « < ^ ;^ — е, то на 
основаши теоремы (а) въ ряду (*) коэффишенты а^ ^ опред-Ьляются формулой 

т. е. такъ, какъ они опред-Ьлялись бы въ силу свойства (г), если бы мы 
к рпоп допустили возможность разложен1я /(а) въ рядъ (*) и равном-Ьр- 
ную сходимость этого ряда; что же касается суммы ряда (*), то она равна 

\ [/(а-о)+/(а+о)] или просто /(а), 

если, конечно, /(^с) во всемъ интервале (д, V) и въ безконечно малой об- 
ласти (а — е, а + е) точки х == а удовлетворяетъ услов1ямъ теоремы С. 

Зам^Ьчаше 7. Если при т-Ьхъ же функц1яхъ К^ ^ (а), Ь^ ^ {рс) и 
9 (/, а, АД какъ въ зам-Ьчанхи 6, оказывается 

-'Я О 

причемъ X (/, а), помимо свойствъ, указанныхъ въ зам-Ьчанш 6 къ теорем-Ь 
С, обладаетъ гЬмъ свойствомъ, что 

X (— о, а) = — X (+ о, а), 
то рядъ 

въ которомъ 



I 
^1 * 2 



им'Ьетъ суммою 

ЛУ(а-о) +/(а+о)] или просто /(а), 
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если функшя /(х) выполняетъ въ интервал'Ь (а, Ь) и въ области (а — е, а + е) 
услов1я теоремы С. 

Этотъ случай приводится къ предыдущему т-Ьмъ же пр1емомъ, какимъ 
зам'Ьчаше 6 къ теорем-Ь С выведено изъ зам-^Ьч. 5'1^о ^'ь той же теоремНЬ. 
Именно, введемъ функшю: 

тогда 

=г I ГХ(:1: о, а)] = :±: ±, 

причемъ + } берется при е^-/^^ — аи — ^ берется при д — а^/< — е. 
Такъ какъ функц1я 91 О» ^> К) удовлетворяетъ всЬмъ условхямъ предыду- 
щаго зам'Ьчан1я, то 

пред. /. /(^) ?1 (х-а, а, А.) (/х = ^ [/(а-о)+/(а+о)], 
Л«=оо 

а потому сумма ряда (*)' равна 

в II в 

— пред. / / (х) . с?! (х-а, а, А^ (/х = ^ [/ (а-о) +/ (а+о)], 

что и требовалось доказать. 

8а]сЬчаше 8. Пусть функши К^ /^ (ос), о которыхъ шла р-Ьчь въ за- 
м'1;чан]яхъ 6 и 7» таковы, что 

(*= I, 2, 3» • • • ^)» 

причемъ числа ^^0 = о, I, 2,....) суть простые корни н-Ькотораго тран- 

сцендентнаго уравнен1я 

О) (^) = о. 

Въ этомъ случа-Ь, какъ было указано въ зам-Ьчаши 5) функц1я 

0^1 ^„^^(Ок»*(^x,)А 

иожетъ быть представлена интегралоиъ 

гд-Ь 

С, и Щ?^^ им'Ьютъ гЬ же значен1я, какъ въ заи']Ьчан1и 5- 



ЗанАчаше 9. Въ н']Ькоторых'ь случаяхъ, вн-Ьсто формулы 

лежащей въ основ-Ь изображешя функщи ^ 0> ^> ^л) интеграломъ 
^ ^* 2 (:^) ^^ въ зам']Ьчаши 8, удобн-Ье прим'^Ьнить другую формулу, ука- 
занную въ сочинеши 1). Ош!, 5епе с11 Раипег е1с, § б2: 

причемъ предполагается, что контуръ С^ не содержитъ внутри себя дру- 
гихъ особенныхъ точекъ функши 

кром-б простыхъ нулей функщи ш (;;;), и что 

гд-Ь V {^ такая однозначная, конечная и непрерывная функц1Я отъ :г, для 
которой 

V' (Ху) =1 о при У = о, I, 2 ... я. 

Для вывода формулы (*) разсмотримъ интегралъ 

предполагая, что внутри С^ н-Ьтъ другихъ полюсовъ подъинтегральной 
функщи, кромНЬ :;; = ^у, / = о, I, ... я. 

Въ области точки ^ = Х^. им'Ьемъ разложеше 

(О ;4)=Д + ^^ + ^^'-'^)"''^^'^' 

гд-Ь <|), (^) остается конечной въ области ;^ = Ху, постоянный же А^ и В^ 
им-^Ьють сл-Ьдующхя значены : 



'^^^V^\-уУ^] 






д _ |_1 4- П - ГА"1М-^"^^^ 1 = 

г ^-А^^^^ (О 1 _ [" - А; и," (:г) 1 _ о," ().у) 

Возвышая въ квадратъ об-Ь части равенства (с), находимъ 



71 
тй'Ъ <»з (О остается конечной при ^~К', выписавъ еще разложен!е 

(3) НО = в (X,) + в' (х.) . (^ - х.) + (^ - х,)« 6, (О. 

гд-Ь 6^ (:{;) остается конечной при ;^ = Х^., получимъ посл-Ь перемножен1я ра- 
венствъ (2) и (з) результатъ 

и) ^;?(о""(Г^'+ Г^^ +^зил 

гд-Ь Шд (;?') остается конечной при ;^ = ^^. 

Изъ (4), принимая во вниман1е значешя А^ и В^^ находимъ формулу 

Пусть теперь 

40 = 9 (к) • «^ (О. 

тогда ($) принимаетъ форму: 

предположииъ еще, что при '^ = Х. оказывается 

это равенство можно представить въ внд'Ь: 

Г-7^ Ш1 - ?^ 4- ^> 

^^■' '^ (О ~ »' (О "^ ^ (?) 

при всякомъ ^, если считать у'(ХЛ = о; интегрируя уравнеше (7), находимъ 

(8) КО = "''(ОV(0. 

и такимъ образомъ уравнеше (6) обращается въ (*), если функщя ф (;{;) 
опред'Ьляется уравнешемъ (8) при услов1и V' (Х^.) = о. 
§ 2. Теорека р. Пусть им-Ьется разложеше 

ОО т 

съ коэффищентами 

(2) ^11-'-^^] / (.^) ^1к (.Х) <^Х, 

а 

им-Ьющее суммою, согласно теорем-Ь (а), 

(З) И/(«-о)+/(«+о)] 

въ т-Ьхъ точкахъ х=(х интервала (л, ^), гд-Ь функцЫ / {х) выполняетъ 
изв^Ьстния услов1я теоремы С; пусть дал-Ье функц1я 

при изм-Ьнеши х отъ а^ до Ь^ остается непрерывною и растетъ отъ й до Ь, 
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причемъ ея производная \>-' (х) остается въ интервал-Ь («5, ^,) конечною и 
отличною отъ нуля. 

При такихъ услов1яхъ новое разложенхе 

(4) 2 !> ^^,, К^^Л\^(.'^)] 
съ коэффищентами 

(5) ^,.. =~о Гр{^)ЦА^{?с)]\^\х)Зх 

им'Ьетъ суммою 

(6) \[Р{р^-о) + Р{а + 6)'\ 

въ гЬхъ точкахъ х~л интервала (а^, ^^З, гд-Ь функшя Р(х) выполняетъ 
извН^стныя услов1я теоремы С. 

Для доказательства теоремы, положивъ 

« = 1^ (Ю. с^ = V- (е.). Ь = ^0>,),! (а) =/ [н^ (р)] = Р (?), 

зам-Ьтимъ, что при возрастан1и ^ перем']Ьнная <х также растетъ, и потому 

■Р(Р-о)=/(а-о), /='(Р + о)=/(аЧ-о). 

Пусть теперь въ области точки у = Р, справа и сл^ва, функщя Р (у) 
выполняетъ тк услов1я, которыя одинъ изъ 8 случаевъ теоремы В налагаетъ 
на функц1ю/(л:) въ области точки х=:о; мы покажемъ ниже, что тогда 
и функщя /^(а) въ области точки д: = а, справа и сл']^ва, выполняетъ вообще 
услов1я того же изъ 8 случаевъ теоремы 5, и потому рядъ (г) съ коэффи- 
щентами (2) им-Ьетъ при этомъ значеши х = (л сумму (з); введешемъ но- 
выхъ перем']^нныхъ 

«^Н-СЮ и х = ^{у) 

выражешя (х), (2), (з) преобразуются соотв-Ьтственно въ 

со т 

.6, 






^У'/^(у)1,,ЛКу)][^'(?/)^у> 



(з') \[Р{!^-о) + Р{По)], 

такъ что мы можемъ утверждать, что рядъ (х') при коеффищентахъ (г') 
им-Ьетъ при выбранномъ значеши у — "^ въ интервал* {а^, Ь^ сумму (з), а 
въ этомъ и заключается теорема Р, если зам-Ьнить въ формулахъ (4), (з), 
(6) буквы а и ^ на р и у. 

Итакъ намъ предстоитъ задача доказать, что, при выполненш функщей 
Р {у) въ области у =: Р услов1й одного изъ 8 случаевъ теоремы В, функщя I 

/(д:) въ области точки л: = а выполняетъ услов1я того же самаго случая, ^ 
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если только въ интервал-Ь (а^, ^^) функц1Я |а (у) остается непрерывной и 
возрастающей, и {*' (у) заключена между двумя положительными числами 
Ро и 1*1, отличными отъ нуля и конечными. 

Обращаясь къ поставленной задач']^, отм-Ьтимъ прежде всего, что, 
положивъ 

« = !*(?) 



ижЪемъ 
откуда 



1М<1^1.|«Ь 



и такимъ образомъ области (Р, Р + 'п) значен1й у отв-Ьчаетъ область (а, а + е) 

значешй х, причемъ е <; [а^ . т], т. е. при достаточно маломъ у\ число е мо- 

жегъ быть сколь угодно малымъ. Поэтому, если въ интервал-Ь значен1й и 

(о, •»]) оказывается 

\Ра^+и)-Р(р)\<о, 

то въ интервал'Ь значешй / (о, е), гд']Ь 
вьЛстЪ съ т'Ьмъ им'Ьемъ: 

|/(«+0-/(«)1<°; 

этииъ доказана наша теорема для случая 1-го теоремы В. 
Для 2-го случая, зам'Ьтивъ, что 

Л = I*', (р + и) Ли 

и ^=";(р+«)-//(«+о-»^:(р+«). 

заключаемъ, что, при сохранен1и функшей р.'^ (Р + «) знака положительнаго, 
число обращен1й въ нуль функцхи // (а + /) въ интервал-^ (о, е) совпадаетъ 
съ таковымъ для /^'„(Р "Ь^ въ интервал-Ь (о, тг]), и потому если функщя 
Р(р + «) — /*'(Р) им-Ьетъ конечное число таита и гпшхта въ интервал-Ь 
(о, тг|), то функщя /(« + /)— /(а) им-Ьетъ конечное число ихъ въ интер- 
вал-Ь (о, е). 

Для 3-го случая, положивъ 

зам-Ьчаемъ, что амплитуда А^ функщи /(« + О ""/(*) ^^ интервал-Ь значенай 
/:(/!, /д) совпадаетъ съ амплитудой у^^ функши Р{^+и)—Р(р) на ин- 
тервал-Ь значешй и (и^, и^, причемъ величина /д — ^^ заключена между 
^^о0^2■~^^1) и К^1 (^2 "" **!)> такимъ образомъ, если въ промежутк-Ь значен1й 
'' (о» "Ч) функщя Р ^^и) — Р (р) обладаетъ гЬмъ свойствомъ, что при 
любомъ разд-Ьлен1и промежутка (о, т]) на бол-Ье мелюе промежутки сумма 
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соотв-Ьтствующихъ амплитудъ 2 А^ можетъ быть сд-Ьлана меньше о^, то 
т'Ьмъ же свойствомъ будетъ обладать и сумма амплитудъ Е ^ 
Въ случа'к 4"*^'ь пусть въ интервал']^ о <ц <т) 

/^ (Р + «) - ^ (?) - 'К«) "» («). 

причемъ ^ («) конечна и монотонна, ш (//) конечна, непрерывна и 

1^\^'(г1)\с1и<о^; 
предположимъ тогда, что изъ уравнешя 

«, какъ функшя отъ {, опред-Ьляется формулой: 

и такъ какъ ^ есть возрастающая непрерывная функшя отъ щ то и и бу- 
детъ непрерывною возрастающей функшей отъ /, а потому 

Ф.(0='П^(01 

I 

при изм'Ьненш / въ интервал'Ь (о, е) будетъ конечною и монотонною того же 
смысла, какъ ^ (ц) при изм-Ьненхи и въ интервал'Ь (о, т^); дал-Ье, полагая такъ же 

О), (О = ш [V (01, 

находимъ, что при изм'Ьнен1и ^ въ интервал-Ь (о, в) ш^ (/) остается конечною 
и непрерывною, какъ ^00 °ри изм-Ьненхи и въ интервал-Ь (о, у\)у и кром-Ь 
того, такъ какъ 

^1 0) С1{= (I)' (11) (111, 
то /о'К(0|Л=:/;|".'(«)ии<<'г 

Итакъ оказывается, что въ интервал'Ь значешй / (о, е) им-Ьемъ: 

/(« + 0-/(«)=Ф.(0<».(0. 

причемъ ^1 (/) конечна и монотонна, ш^ (/) конечна, непрерывна и 

/о1«»/(0|Л<«., 

т. е. /(« + О ""/(*) выполняегь всЬ условия случая 4-го. 
Вт. случа-Ь 5-омъ пусть будетъ при о ^ и ^ тг) 

Р(? + и)-Р(?) 



и" 



<»; 



въ таком-ь случа-Ь, ии-Ья въ виду, что 

/ = !*(? + «)- !х (.3) = „ !х' (? -Ь »«) > и |х„, 

находимъ, что при о ^^ * >2 е оказывается 

/•(:« + /) -/(а) 



Л 



< — —, Т. е. сколь угодно малымъ. 
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Переходя къ случаю 6-ому, положимъ, что при о ^ « ^ •») оказывается 

/г (р + «)- /г (Э) = ф („)«.(«), 
причемъ ^ (и) конечна и монотонна, (о (^и) конечна и такова, что новая функшя 



|х (и) = -^^ " О) (и) 



Ли 



непрерывна и им-Ьеть производную, для которой 

/о'|К(«)М«<».; 

сверхъ того введемъ еще одно предположешс о функщи а>(«), котораго не было 
сд-клано въ б случа'Ь теоремы В, именно, что для всякихъ двухъ значенхй 
и\ и^ VI Н2, заключенныхъ въ интервал']^ (о, "ц), численное значен1е отношен1я 

остается меньше иНЬкотораго конечнаго числа %, что всегда выполнено 
если <«)(«) им-Ьеть конечную производную. 

Въ такомъ случа'Ь, вводя, какъ въ случа-Ь 4» 

м = V (^) 
и полагая /(а + {) —^ (а) — ^1 (О . «1 (О1 ^Д* 

уб'Ьждаемся, что ^^ (/) конечна и монотонна, о^ (/) конечна и такова, что 
для новой функц1и 

1^ (О = "Т /'' «), (О Л 

«/о 

оказывается 

/о I !»/ (О I Л < »Л 
Въ самомъ д'кл'Ь, по услов1ю им'Ьемъ 

^% I ш (м) - "{1 (и) 



/^111'(«)м«=у; 

нОу въ силу равенствъ: 



1^ 



(1и < о^. 



^==[^(? + «)-1^(?) = "Н^' (? + »«). ^^=[^'(Э + ")^«, 



находимъ: 






(Ц= /*Ч"-1(0-.Г.'»1(ол 



'/ 



Л 



/ 



" " ("^ ~ ,А'(Э + »«) -С " ^") ^^' ^^+ "^ ''" 



и 






< 



1^0 [./о 



Г и 
и (О (и) — I О) (и) с1и 



и 



1 



Ли 






Ли 



у 



7б 



гд-Ь 



-^ («) = -;^ [У" "> («) '^« - ^гщ^^-^^ У" « («) Н-' (Р+«) ^«1 

= -^ [ « • <» («О - ^Щ+Щ • *"(««)•{!* (?+«) -1^ (?)}] = 

такъ какъ оба числа «^ и «2 меньшем, сл-Ьдовательно \и1-'и^\<^и; такимъ 
образомъ 

И(«)1<<»0, 

и отсюда 

Въ случа-Ь 7-омъ предполагая, что для каждаго достаточно малаго 
интервала (и^, и^^ заключеннаго внутри (о, 1Г)) и не начинающагося въ 
точк'Ь « = о, выполняется неравенство 

гд-Ь А^ означаетъ амплитуду функши 

на интервал-Ь («^, м^)» ^ постоянное конечное число и V ^ о, покажемъ, 
что подобное же неравенство 

выполняется для амплитуды А. функши 

/ («+0 -/ («) 

на интервал']^ (/^ /2)) заключенномъ внутри (о, е) и не начинающемся въ 

ТОЧК'Ь / = о. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, 

но и -и -а -^)^ ^_(Р.+Л^1^И:? ±10 - 'г.- Ч^ . , 

но «2 г^,-^^^ г,). ^^__^^^ - ^.(э+« („^--«,)) ' 

сл']^довательно 

и,-и,<- - и 

гд-Ь 

I с 

с = • 

Ко" 

Наконецъ, въ случае? 8, предполагая, что въ интервал-Ь (о, тг]) 

/^ (? + «)- 7^ (?) = ^ 00 <»(«). 
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причемъ ^ (и) конечна и монотонна и 

докажемъ подобный свойства для 

/(«+0-/(«) 

въ интервал-Ь о ^ ^ ^ е. 

Въ самомъ д'кя']к, вводя, какъ въ случя'Ъ 4 ^ ^1 функцхю 

и полагая 

^,(0='^^0)]. ">. (О = «» [V (0], 

им'Ьемъ 

Д«+0-/(«)=<1'1(0<»1(0. 

приченъ ^1 (О конечна и монотонна въ интервал-^ (о, в), а для <о^ (^ находимъ 
откуда 

1'<(01^-^1««Ч«)!<-^»". 

Такимъ образомъ теорема (^) доказана полностью, причемъ изъ до- 
казательства выясняется важное значеше условхя, чтобы въ интервал'Ь 
(^1*^1) функщя \»'' {х) не обращалась въ нуль, такъ какъ иначе 1*0—0» и 
н'Ькоторые случаи доказательства теряютъ смыслъ. 

8ан1|чан1е. Пусть им-Ьется разложен1е: 

(О - ,/. м+,,Л(-о.„ • М'. «)1,^*^+ 2 2 <.,. к,,, (.) 

съ коэффиц1ентами 

(2) ^/ * = / Т7Т гНт ^ • ^^ * (^)^^» 

^ ^ •'»■•/ в ^(+о, х) — Х(— о, лг) л* ^ -^ ' 

сумма котораго, согласно зам-Ьчанш з къ теорем-^ (а), равна 

/ \ — /(Д-^) >>(— о, а — о) /(а+о) >- (+0> а+о) 

и; >^(+0, я— о)-Х(— о,а— о)"*"Х(+о, а+о) — Х(— о, а+о) 

или просто /(а), если при ;с = а (гд-Ь л < а < ^) функшя выполняетъ из- 
в^стныя услов1я теоремы С; пусть дал-Ье функц1я 

к*) 

при изм-^неши X отъ а до А непрерывно возрастаетъ отъ ^1 = }* (а) до ^1 — р. (^), 
причемъ производная (1' (х) въ интервал']^ {а^ V) остается конечною и не 
обращается въ нуль. Въ такомъ случа-Ь, полагая 
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им']кемъ новое разложеше 

-тл — т^ г[р/ (^ «)] . ^^+ 2 2^.* ^у*^(«)1 

„^ Р(+0, дг) — р(— о, л) »-^' ^' "^ /-д^__а /^ *=1 ' ^.*'^'^^ ^' 

съ коэффищентами 

(5) а. ,=/* '-ГГ ^Н Г • А- * ^^ (^01 »^' (^) ^л', 

^*^^ /'* ./^1 р(+о, Л-) — р(— О, а) },ки \ ^^^ \ ^ » 

и сумма его равна 

,^х —Р{а — 6) р( — о, а — о ) . ^^(а + о) р( + 0,а+о) 



р(+0, а — 0)--р (— О, а- о) р(+0,а+о) — р(— 0,а4-0) 

ИЛИ просто Р {р^\ если въ точк'Ь д:=а, взятой въ интервал'Ь (л^ /?,), 
функщя Р (д:) выполняетъ услов1я теоремы С. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, пусть въ области точки у = ? функшя Р (у) вы- 
полняетъ одно изъ услов1й теоремы С; полагая, какъ это сд'Ьлано при до- 
казательств-Ь теоремы ([^), 

а = IX (?), л- = ^х (у), / (лО =/ [|х (у)] = Р (у), 

мы находимъ, что функшя / (х) въ области точки л* = а выполняетъ услов1я 
теоремы С, и потому рядъ (х) съ коэффишентами (а) им-Ьетъ суммою (з); 
вводя въ формул ахъ (х), (2), (з) новыя перем'Ьнныя 

а = [1. ^) и х = \1 (у), 
и полагая 

X (/, а) г.. X [н (?+")- 1^ О). 1^ (?)1 = Р (". ?), 

причемъ оказывается 

>^ (-т-о, а) = р 0-0, р), X (-0, а) = р (~о, [^), 

аХ^(/^) _ д^. (и,?) (1и _ а р («, ,3) I 

ГаЧ/,а)] ^ Гдр (и, ^) _^[ I = 1_ I ар (ц, ро] 

мы преобразуемъ формулы (х), (2), (з) въ новыя: 

(I') - Г -7:Е— ^— ^7 . • ['-4"' -1 • ^У + 2 2: ^У* Ау * [Н^ (?)] 

(2') '».* = Г-,л. -Т-'\-п-Т^'У* ^ (у)] • 1^' (у) ^У 



? 



о 



^3>' р(+о,р-о)-р(-о, ,-; — о) "^ р(+о, р + о)-гЧ-о, Р + о) ' 

и мы въ прав-Ь сказать, что рядъ (!') съ коэффишентами (2*) им-Ьетъ 



^ 
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суммою (з), но легко вид-Ьть, что формулы (1), (2'), (з) приводятся къ 
(4)1 (5)» (6) простой зам-Ьною ^ ня л и у ил х, 
§ 3» Теорема у* Пусть им-Ьется разложен1е 

ОО т 

съ коэффищентами 

сумма котораго равна 

(З) *[/(«- о) +/ (а + о)] 

въ т'Ьхъ точкахъ х = (х интервала (а, ^), въ области которыхъ функщя /(дг) 
выполняетъ одно изъ 8 услов1й теоремы В; пусть дал-Ье 

представляетъ такую функщю отъ ^, которая для всЬхъ а, взятыхъ въ ин- 
тервал-Ь (а, /?), и для значен1й / между а — а и ^ — а остается конечной и 
способной къ интегрированш, причемъ при ^ = о эта функшя непрерывна и 
равна + I, т. е. 

а въ области точки / = о сл'Ьва и справа выполняетъ услов1я одного изъ 
8 случаевъ теоремы В. Въ такомъ случа-Ь новое разложен1е 

ОО т 

(4) 2 2 «у.* • ^.» («) 

съ коэффищентами 

(5) а), - -^^^ !(х) ,^ (дг-ос, а) . 1^ , (л-) ^х, 

а 

зависящими вообще отъ а, им-Ьетъ суммою также 

(6) ^[/(«_о)+/(а + о)] 

ВЪ гЬхъ точкахъ х — а интервала (а, /?), гд-Ь / (х) выполняетъ изв'Ьстныя 
услов1я. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, полагая, какъ всегда, 

^ = х — а, 

им'Ьемъ по услов1ю теоремы, что функц1я 

^ (х-<х, а) 

въ области точки х-— а сл-Ьва и справа выполняетъ одно изъ 8 услов1й; 
поэтому, если и функщя /(д:) въ области точки дг=а выполняетъ одно 
изъ этихъ услов1й, то на основаши теоремы В то же им-Ьетъ м'Ьсто отно- 
сительно произведен1я 

/■(л-) . 'К^-«> а); 



8о 

такимъ образомъ 1ш можемъ взять разложеше (х) для представленхя функцш 

/(^)'К^-«»«)» 

причемъ его коэффищенты будутъ опред-Ьляться формулой (5), а сумма 
будетъ 

* [/(«-о) '> (-0, а) +/(а+о) ^ (+0, а)], 

т. е. (6) ^|у(а^о)+/(а+о)] 

ибо по услов1ю теоремы 

^ (—о, «) = '!' (-Ьо, а)= I. 
ЗамАчаше. Функцгя 

можетъ не оставаться конечной для всЬхъ значен1й / въ интервал-Ь 
(а — а, Ь — а), но можетъ обращаться въ безконечность въ групп-Ь точекъ 
опред'Ьленнаго порядка у^ лишь бы только интегралъ 

распространенный на область каждой такой точки, гд'Ь ^ (/, а) д'Ьлается 
безконечной, могъ быть сд-Ьланъ сколь угодно малымъ при достаточно 
малой области интегрировашя. 



Глава III. 



некоторый разло;кеи1я по тригоиол1етрическил[ъ Функцхямъ. 

§ 1. Сохраняя обозначен1Я зам'бч. 4 къ теорем-Ь (а), положимъ: 

Щ^^ (а) = я« /а М - °' ^' ^' • • • 

^0,1 (^) = ^. ^^,^ (х) = ш /х I . ^ ^ 

Въ такоиъ случа-Ь, д'кяая лг — а = <, находинъ 

при д = — 1С И й = -|-1г предИклы изм-Ьнешя ^ будутъ — 1с — а и тг — а, и если 
предположить сперва 

то окажется 

— 21Г+ 26 </< 211 — 26, — 1Г + е < — < 7Г — 6. 

Зам'Ьчая, что ^ 

и припоминая результаты, установленные для функщи 

5/и Ал: 
ял X 

ВЪ глав-Ь I, можемъ сказать, что 

при — 21Г + 2е ^^^ — 26 и 26^/^ 2тг — 26 

оказывается 



и 



2 5ше 



пред. / ср (^, а, А ^ Л = о, 



А. Аддмовъ. 
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если а и Ь' заключены въ од«омъ изъ указанныхъ интерваловъ значен1й 
/; дал4>е, что 

пред. / 9 О, а, К) ^^ - пред. / 9 (г, а, А ^ Л = 

т. е. С = (7, = — , 

и въ интервал']^ 

— 2е^/^2г 
оказывается: 

и сверхъ того оказываются выполнены всЬ услов1я относительно таххтит'овъ 
интеграла 

К ? (^ ^> *п) л, 

поставленныя въ случаяхъ 7 и 8 теоремы В. 

Такимъ образомъ, на основанш зам'Ьч. 4 теоремы (а), можно утвер- 
ждать, что рядъ: 

оо 
^0.1+2 (^у.1 ^05 /а + а.^ $1п /а), 



гд-Ь 






им'Ьетъ суммою 

*[Д«-о) + /(« + о)], 

если функшя / (л*) способна къ интегрированш въ интервал-Ь (— тг, + '^) 
[причемъ, при обращен1и / (х) въ безконечиость, интегралы / 1 / (х) | (7л% 
распространенные на область этой безконечности, должны быть безконечно 
малыми при безконечноА малой области], и если функц1я / (л-) въ области 
точки X = а сл'Ьва и справа выполняетъ одно изъ тЬхъ услов1й, которыя 
въ случаяхъ 2 — 8 налагаются теоремою 5 на / (х) въ области точки х — о. 
При этомъ предполагается, что а не совпадаетъ съ крайними своими зна- 
чен1ями — - и +•• что же касается этихъ случаевъ, то, такъ какъ по 
объяснешямъ, даннымъ въ теорем-Ь С, функция 

5/7/ (2п + О и 
51?! и 
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при и = I!: тс обнаруживаетъ ту же особенность, что и при и = о, и пред-Ьлы 
интеграловъ 

»/ Е 51П и ' ,/ _ 5/;/ и 

не равны нулю при я=оо, то сумма ряда 

оо 

при а — ::11 Г оказывается равной 

ЛД_^ + о) + /(«-о)]. 

если, конечно, /(х) въ области точки л- = — 7: справа и точки л* = --'!: 
сл-Ьва выполняетъ вышеупомянутыя условхя случаевъ 2 — 8 теоремы В. 

Воспользуемся теперь теоремами (р) и (у), чтобы изъ рпзложен1я (*) 
вывести рядъ новыхъ разложенхй. 

Возьмемъ прежде всего за функщю |а(х) теоремы ([5) 

[А (л) = ат Л"; 
такъ какъ 

•О ]/ 1 — А'* $Ш^ X 

и 

/ V- м -.— ^ ^^' / ,/ —[7--, - =-- - 2 а; 

''о У I —)Г 51ТГ X • (, V I — А'* 51//'* Л' 

ТО им']Ьемъ 

дал-Ье, дифференцируя формулу (*), находимъ 

^ аш л- |/1 _ ;^« ^/„а д^ д. Д аш л' 

откуда 

|л' (х) = А аш л:; 

но изв'Ьстно, что при изм-Ьнеши х отъ — 2К ло + 2К функшя А ат х остается 
всегда положительной и не выходить изъ пред'Ьловъ к\ I, такъ что можно 
принять числа |Хо и [1^ теоремы ([:!) равными: {1у = А^', н^1=1. 

Уб-Ьдившись, что [А (а) при изм-Ьненш х отъ а^ — --2КА0 Ь^ = 2К 
удовлетворяетъ услов1ямъ теоремы ((5{), мы въ прав'Ь сказать, что новый рядъ 

оо 

У=1 

гд-Ь 

<, = ^/ /(x)^атx(^x 

— 2А' 
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ь+2К 



а ^^ ^ 1= — / ^{x) со$ [/ .ато^Л атх. с1х, 



— 2К 

а^ 2 = — / У (х) ^гп [/ .атх].^атх. их, 

им']Ьетъ суммою при — гК < « < 2/Г число 

И/(«-о)+/(а + о)], 

если въ области точки х=а сл'Ъва и справа 'функц1Я /(:с) выполняетъ одно 
изъ услов1й 2 — 8 теоремы 5; при а = I±:2^^Г сумма ряда равна 

и/(-2^г-ьо)+/(2;г-о)]. 

Другими прим'Ьрами функшй к^М могутъ служить 

11 (х) = тс ^^ т; X, 7г ^А д:, 1С дгс ^|^ ;с и т. п.; 

для первой: а^ = » ^^ ~ + — - 1 Н^о — ^^^1 1*1 = ^л*, 

4 4 

ДЛЯ второй: а^ ~-— /^(х + уТ), *1=+/^(1 + Уг"), |Хо=1г, |1^=1г|/2, 

для третьей: а, = — , Ь^— + — - » н-о = т^тт^ > 1*1= "«^ и т. п., 

и такимъ образомъ ряды: 

оо 

(2) ^ Д^' I + 2 {«)! 1 СО! [/« /^ яя] + а^^ [/•« ^^ «а] }, 

гд-Ь 



4 

!11 



) 



^05* т:.г 



оо 



(3) ,^ <1 +2 {«;;. ^«^ [/' ^л «] + в;;, .1я [/тг !к а) , 

"■** .. + *(! + »/ 2) 

д™, = / / (^с) С05 [/1г хкх] сЬх Лх 



-^(1+1/2) 



а*°2 = / / М '^**^ [/'^ •^*'^] ^*^ ^-^1 

- [«у (1 + V "2 ) 



оо 



* /=1 
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гд-Ь 



<1 =У^ * / {х) С05 [/тг ага^ х\ . -~^., 



' + 



4 

1Г 



I ^ ^ I (х) 5гп [/т: ага^ х] - -^-^^ , и т. п. 



«/ 

~'4 

им'Ьютъ суммою 

и/ (« - о) +/ (« + о)]. 

если а взято въ соотв-Ьтственныхъ пред-^Ьлахъ (между а^ и ^^ и если въ 
области точки х = а функц1Я /(х) выполняетъ одно изъ услов1й 2—8 
теоремы В. 

Переходя къ приложешямъ теоремы (7), припомнимъ, что функцхей 

можетъ быть всякая такая, которая при ^ = о непрерывна и ижЪетъ зна- 
чеше + I и которая въ области точки / = о им-Ьетъ конечную производную 
(случ. 4 теоремы 5) или конечное число таххта и т1шта (случай 2 тео- 
ремы В) и т. п. ; сверхъ того ф (/, а) въ промежутк'Ь значен1й / отъ а — а 
до Ь—а должна быть способной къ интегрированш. Такимъ условхямъ удо- 
влетворяютъ напр. функцхи 

^ (^ «) = ^**** ^ ^^^ ^ ^^^ л^ ^ ^й^, ■ д и т. п., 

и сл-^довательно изъ ряда (*) 



со 



Ь «0,1 + 2 (^У. 1 ^^-^ /** + «/. 2 ^^"« /«}> 

коэффишенты котораго 



_ Г 



постоянныя числа, можно вывести множество новыхъ рядовъ такого же 

вида и съ тою же суммою 

1[/(сс-о)+/(а + оН 

но ихъ коэффишенты будутъ функшями отъ а, напр. можно взять а^ ^ 
равнымъ: 

I /* "^ " г г \ ЛИ (л: — а) . , 

~г" / I \РЧ е ^ СОВ ]х ах. 



I / 

~ / / (^) ^^^ (^ "^ ^) ^^"^ /^ ^^'> 
-^ / /(л*) ^^^ ат (лс— я) г(75 /д: ^л*, 

— т. 
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I /-+' 

7" / / (•'^') ^'^ С^' " ^) ^^^ ]^ ^^^ 



+ 



-^^ /(-^') 1-|-(^-а)2 -^0^ /^ ^^ и т. Д., 

причемъ а^2^ выводится изъ а^ , зам'Ьною с05 /дг на пп /х. 

§ 2. Им-кя въ виду приложенхе Зам-Ьчанхя 5 теоремы (а), положимъ 

^1 С'^' \) — ^^-^ ^> ^1 ^2 (^» \) — -^^^^ ^; ^ I 

I, (л:, Х^.) = С05 ^^ X, Ц (л:, Х^.) :=:; ип к.х\ / "' ^' ^' 3 • • • > 

причемъ Х^. суть положительные корни уравнен1я 

51п :г ^ г- о, 
т. е. Х^= I, Х, = 2, Хд^ 3 и т. д. 

Въ такомъ случа'Ь функшя 9 (^ ^> ^п) 



«.^о 



? (^ «, *п) = 2 ^05 X ^ 

можетъ быть представлена интеграломъ 

(О ? 0. «, А.) - 1^7./. 1^? • ^"^ ^^ ^<' 

гд-Ь С^ означаетъ прямоугольный контуръ со сторонами параллельными осямъ 
и съ вершинами 

причемъ начало выд-Ьлено изъ контура безконечно малою полуокружностью; 
каково бы ни было положительное число к, контуръ С„ содержитъ внутри 
себя простые полюсы подъинтегральной функши 

и никакихъ другихъ особенныхъ точекъ. 
Изъ формулы (т) находимъ 

(2) /'<?0,«, К) с11 = -^1\.'?^.'^^ Ль 



^п 



откуда видно, что при зам-Ьн-! / на — / ^ ^ (^ *> ^''«) ^^ долженъ перем*!- 



^ о 

нить только знакъ. 



Обращаясь къ изучен1ю интеграла, входящаго въ правую часть фор- 
мулы (2), зам-Ьтимъ прежде всего, что при нечетности функщи отъ :;;: 

(г) 7г . ^'^^ . "^ 

интегралъ по полуокружности, выключающей точку ^ = о, равенъ — ^ вы- 
чета функши (з) для полюса :;; = о, т. е. 

~ 4 Л 
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И сл']Ьдоват&льно 

(з) ./, ? ('. «. Л.) Л . - - ^ + ^/^,^ ^ . - -^-^ ^ь 

гд'Ь С„' означаетъ часть прежняго контура, полученную за вычетомъ изъ 
С^ бёзконечно малой полуокружности, выключающей точку :( ~ о, 
Дал-Ье, въ силу тождества 

^1п 17^ С05 тг^ = 5'т тс:^ со$ /^ + ^'« О ^ ''^) ^» 
находимъ виНЬсто (з) 

(4) /%0.а.А.)Л = --?-^ + Л/* ^^^Н^ + -1^/' «'« (';=^^^ ^^; 
зд'Ьсь, такъ какъ ^ ^ ^ внутри С^ не им-Ьетъ особенныхъ точекъ и потому 

л 

оказывается 

если обозначить черезъ (р) упомянутую выше полуокружность и зам-Ьтить, что 

_!_ /' '.2т ^, 

21 ./ (р) I ^ 

равенъ, всл^Ьдствхе нечетности подъинтегральной функши, — } вычета функши 

С05 /7 
Я . ^ 

К. 

для полюса ^ = о; такимъ образомъ (4) преобразуется въ 

(5) /"'^ 0. а, А.) Н^ = --^ 1'^-^ -,- ~ /' "^^^^^^ ЛК. 
Посл-^Ьднее выраженхе для интеграла 

мы сохранимъ лишь для положитсльныхъ значешй I, заключенныхъ въ ин- 
тервал'Ь (е, 2тг — е), такъ какъ разность / ■— тс останется при этомъ заключен- 
ной въ интервал-Ь (— т: -|- е, тг — е); для отрицательныхъ /, заключенныхъ въ 
интервал'Ь (— е, — 2тг + е), разность ^ — 1г выйдетъ изъ пред'^Ьловъ (— 1с + е, 
1г — е), поэтому мы составимъ новое выражеше для нашего интеграла; именно, 
положивъ на время / = — /', гд'Ь I' положительное, и припоминая, что 
^'^ ср (/, а, Н^ си м-Ьняетъ знакъ вм'Ьст'Ь съ /, находимъ для отрицательныхъ /: 



о ''О '^0 



^ I Т^ I /' $и1 О'— 1«) ^ ^ 



2 2/ ./-. 7 $Ш ТС7 ^' 



2 2 ■ 2/ ,/ с'^ I $т тс:( 
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причемъ при — 27г-}-е^^^ — е число ^ + ^ не выходить изъ пред'кловъ 
Итакъ для разбираемаго нами прим-Ьра мы им'Ьемъ: 

причемъ верхше знаки берутся при / > о, нижн1е при ^ < о. 
Остается изучить интегралъ 

(7) 4- / ^^^^Д51^ ^^. 



На л-Ьвой стороиНЬ прямоугольника, гд-Ь :^ = гу, получаемъ нуль всл-Ьд- 
ств1е нечетности подъинтегральной функщи; на сторонахъ параллельныхъ 

оси л:, гд-Ь 

:( = х ± гк, (!:(_ — Лх, и 

X изм-Ьняется огь о до я + ^, находимъ, при 

— 2тс + е^^^— е или е < ^ < 21г — е, 
что 1 5гп (/ =р ^) :;; I ^ ^Л (^ йР тг) й ^ сТь (и — е) к, 

\$1П 7г:^| ^ 5Ь т:к, 



такъ какъ вообще 

51п -5; = згп (х + уг) = 51П х ску + /^(?5 л- ^Ау, 

и потому съ одной стороны 

\Нп :^\^ = 51п^ X ск? у + со5^ X зк^ у = 

= 5т^ X ск^ у + С05^ X {ск'^ г/— г) = 

= ^й^ у — со5^ X ^ ск^ у, 
съ другой стороны 

\$%П 7^\^ — 51П^ X (I +^Л^ у) + С0$^ X Зк^ у = 

= зк^ у-\- $1П^ X ^ $к^ у; 
такимъ образомъ на сторонахъ С^ параллельныхъ оси х оказывается 

$т (^ ^ 1^) ^ I ,--- сЬ (тг — е) А' 

и потому модуль суммы соотв-Ьтственныхъ частей интеграла (7) будетъ меньше 

сЬ (г — г) 1с 



(«+0 



к, зкп 1с * 



если е и « заданы, то при достаточно большихъ к предыдущее выражен1е 
можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно малымъ, и при /е = оо можно считать 
его равнымъ о. 
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Теперь на правой сторон-Ь прямоугольника С„ , 
гд-Ь ^ — (»+0 + *У» ^^ — гс1у и у изм-Ьняется отъ — к до + к^ т. е. 

отъ — со до + оо, находимъ: 

ЗШ (/ чГ 1с) :^ = (— I)" {1Р С05 (я + 1) / . ^А (^ гр 1с) у нг ,• 5,'„ ^„ ^ ^ ^^ ^^ _. ^^ у 1^ 

5гп т: = {— ту ск т: у, 
и соотв-Ьтствующая часть интеграла (7) будегь 

/.4-* . . 

гд-Ь 

(8) ^(^у)^ .л^у((.,|.)»+у») 1у^'>'(« + 0^^Н<=^^)у- 

"~ (^ + о ^^^ (п + ^) ^ , ск (^ ЦТ 7г) у}. 

т 

Окончательно выходить сл-Ьдующее выражен1е для интеграла (7): 



/»оо 
Р 0. у) ^У, 
и 



И соотв-Ьтственно этому формула (6) переписывается въ вид-Ь 



/»0С 



Докажемъ теперь, что 

пред. =^ I Р(;, у) Лу = о. 
Въ самомъ 1Лл% 
^ пред. ^ /• "^ /^ а ,) ^, = пред. {- ['^ \ '" ^^] • ^, 

но при ^ = п + ^ + 1у и при — и+е^/ч^г^и — е 

ИМ аСМЪ ■ 

к1^ « + }, \$т'хе\—сит:у, 

I л'я (а :;г ^) ;^ I ^ гЛ (^ ЦТ т:) у ^ ГЙ (тг — е) у, 
такъ что 

МОД. 2 / ^ 5/// Г:^ ^ — 211 + 1 ,1 сП Г.у ^' 

!- ОС 1 • :^ = » -|- 1 + '^' — ^ 

Г 

к дал-Ье, легко показать, что при у>о и ~V<^x<-;-V 



9-) 



.+ СЮ , 

СП (Л 



00 ./ '!г:^^^ 



V 

— СО 



V 2*' 



С05 



откуда выходитъ 

СП 

с1\ т.у е 



/■ 



б-Л(7С— е)м I 

= > 



- «^ $1П 



2 

И сл-Ьдовательно при выбранномъ е 



/ I 
Р (/, у) с1у - - пред. г = о, 

Л0 



а потому изъ формулы (ю) 



.л 

ред. У сра«,/0Лг-:1:у-у^ 



пред 

// = оо " о 

Такимъ образомъ мы им-Ьемъ д-Ьло съ гЬмъ случаемъ, который раз- 
смотр-Ьнъ въ зам-Ьчаши з къ теоремПЬ а, причемъ функц1Я 

гд-Ь + берется при / > о и при / < о, удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ 
зам'Ьчан1я 3"Го; разсмотримъ теперь функшю 

Дифференцируя формулу (ю) по /, находимъ результатъ: 

или, на основаши (и): 

(12) 9(^ а, /О^-^-^^'^^С^'^ + О-^-^ 



I 
2 Л« -• 



^ 5Ш {2«+ 1)у 



2 . / 

2 51П —■ 



— » 



откуда 

$Ы (2«+ I)--- 

?! (^ «. л„) =^ 1—- ' 

2 5//^ 

2 

Т. е. мы получаемъ ту самую функц1ю, которую изучали въ § I настоящей главы. 
Такимъ образомъ, принимая во вниманхе, что 

Х(+о,«)=-Х(-о,а) = ^, \^{,,г) = -±-. 

можемъ утверждать, на основан1и зам-Ьчанхя з къ теорем-Ь а, что рядъ 

2^.1 /О) '^-^ + 2 1«>, I ^<^^ /« + '^^.2 ^'« /«) 



V. 

съ коэффищентами 

Лу I = -_^- / /(л*) Г05 /л: ^.г, ^у 3 — -^ I / (х) зт ]х Лх, 

им-Ьетъ суммой 

Ш"(«-о) + /(« + о)] 

въ т-Ьхъ точкахъ л" = а интервала (— ~, -}- т^), гд-Ь /(х) выполняетъ услов1я 
2 — 8 теоремы В, 

Добавимъ, что предыдущее разсужден1е предполагало I заключеннымъ 
между — 27Г и + 21Г, а такъ какъ въ общей теорш ^ содержится между 
— (Ь — а) и {Ь — а)у то выходитъ Ь — а = 2т^, и можно, взявъ а произвольно, 
положить Ь =г= а + 2т:. 

§ 3- Разсмотримъ теперь бол-Ье сложный случай разложен1я по три- 
гонометрическимъ функшямъ, когда 

К^ 1 (а) = С05 Х^. а, К^ ^ (У) — ^1п \^ а, 

I - ' ^1 2> 3' • • • > 

причемъ X. суть вещественные и положительные корни уравнен1я 

(О л: С05 1-^р 5Ш1—0, 

гд-Ь р вещественная постоянная, неравная о. 

Для нашихъ разсужден1й необходимо знать, как1е корни вообще мо- 
жетъ им-Ьть уравненхе (1) на плоскости ;^. Докажемъ прежде всего, что 
комплексныхъ корней ;^ = д: + /у оно не им-Ьет-ь; въ самомъ д-Ьл-Ь, при 
:(^=^х-]-гу уравнеше (х) распадается на два: 

(2) X С05 X сНу + у ЯП X зЬу -\- р 5гп X ску = о 

(3) у С05 X ску — X 5'т х зку -\- р соз х зку = о; 

отбросивъ т'Ь р'Ьшешя системы, когда или х или у равны нулю, мы можемъ 
д-Ьлить уравнен1е (2) на згп х ску и уравнен1е (з) на соз х зку^ такъ какъ 
оба эти произведешя отличны отъ нуля; именно, если бы 5шл"=о, то 
уравнен1е (2) давало бы х ску — о, т. е. л: = о, и если бы соз х = о, то 
уравнеше (з) давало бы х зку = о, т. е. у = о, но мы исключили пока эти 
случаи; итакъ, посл'Ь д-Ьленхя уравнен1я (2) и (з) могутъ быть преобра- 
зованы въ 

(4) X со1 х-\- р -\г у 1ку = о 

(5) - X К? х + р-^у со1к у = о; 
вычитая изъ (4) уравнен1я ($), находимъ 

.V {со1 X — ^^ д:) — у {со1к у -'1ку) = о 

или (6) -: =: -т-^- » 

^ 5/// 2 Л* $П 2у 
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но такъ какъ 



2 X 



^ I И |^^| :ь= I, 



$111 2 X 

ТО уравнен1е (6) возможно лишь при условхи 

2 X 2 у 



I, 



51П 2 X зН 2 у 

Т. е. при X = у = о, каковое р-Ьшеше исключено. Итакъ уравнеше (т) 
комплексныхъ корней не им^Ъехъ. Вещественные положительные корни его 
Х^. опредИкляются услов1'емъ: 

(7) /^ X = - у ; 
при р > о въ каждомъ интервпл-Ь 

ГД-Ь ^ = о, I, 2, . . . , 

содержится по одному корню Х^^^^, причемъ съ возрасташемъ к \^^ прибли- 
жается къ (к + О '^ 5 ^ри /> < о въ каждомъ интервал-Ь 

{ктс, (к + О т.) 

ГД'Ь Й = 0, I, 2, . , . , 

содержится по одному корню Х^^^^, причемъ съ возрастанхемъ к \^^ также 
приближается къ {к + тт. 

Чисто мнимые корни ^=^уг уравнешя (I) опред'Ьляются изъ (з) при 
^: = о, т. е. у удовлетворяютъ уравнешю 

(8) у ску + р ^ку = о 

1?1у I . 

ИЛИ — - = — 

У Р 

функщя 9 {у) = — ^ есть функщя четная, и производная ея 

Г.' и\ = 2у^5712у 

У ку; 2у^сп^у 

остается отрицательной при у > о, но такъ какъ 

9 (о) = I и ср (4- оо) = о, 

то 9 (у), постоянно оставаясь положительной, можетъ быть только не 
больше I, откуда заключаемъ, что уравнен1е (8) тогда только можетъ им-Ьть 
два корня ± Уо, когда /> < — I. Итакъ уравненхе (1) можетъ им'Ьть два 
чисто мнимые корня 

только при /> < — I, и приэтомъ у^ опред'Ьлястся услов1емъ 

' Уо Р' 
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Покончивъ съ вопросомъ о корняхъ уравнешя (г), обратимся къ изу- 
чешю функц1и 

оо 

и представимъ ее интеграломъ: 

(9) ? а, «, А.) = -^Л^ 2 (^) ^?, 

причемъ, полагая 

(х) = 1<:о^К + Р "■« ?. ^у, I (х) = I., (х, Х^), ^^ , (дс) = I, (дг, ХД 



им'Ьемъ 



_ «'(О 



И с, означаетъ такой контуръ, который содержитъ внутри себя всЬ точки 
:^ = Х^, Хд, . . . Х^ и никакихъ иных-ъ полюсовъ функщи Й {:(). 
Положимъ теперь 

гд-Ь ф (;;;) означаетъ н-Ькоторую функшю, ниже точно опред'Ьляемую; тогда 
(ю) обращается въ 

(12) 9(^) = Щ-^- • С05 г I, 

^ ^ ^^^ в С05 1+р 51П ^ ^' 

и изъ (9) сл-Ьдуетъ 

(.3) /%«.«. у *=1^,/,7,^^Й*-г^^<- 

Воспользуемся дал-Ье результатомъ предыдущаго §-а ^см.форм. (2) и (ю)): 

И зам'Ьнимъ въ немъ к;^ на :^, ^ на тг/; разд'кляя тогда об-^Ь части равенства 
(*) на 1С, найдемъ: 



(14) -1^п^.Л!^^,=:^^-—^^^-^^ р,(г,у)Лу, 

гд-Ь 

05) Рг0,у)^-^Г-Р{^''^) 



гд-Ь 

X {у 5гП (« + ТГ /. ^А (^ ч^ I) у — (П + ТГ . Л75 (п + ^) ТС^ ГЛ (^ ЦТ I) у}, 

причемъ не надо забывать, что С^ въ форму л'Ь (14) представляетъ прямо- 
угольникъ съ вершинами 

(о, ± Ы) ((п + 0^,^*^0 

при ^ = оо, и что^вм-Ьсто интерваловъ (е', 21г — е') (— 21г + е', — е') значешй /, 
какъ было въ формулНЬ (*), нужно брать въ формул-Ь (14) интервалы зна- 

е' 

чеши I отъ + е до 2 — 8 или отъ — 2 + ® до — е, гд'Ь е = — . 
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(л* гЛльи) воспользоваться формулой (14), положииъ 

И под(^)ерсмъ '{^ (:() танъ, чтобы числитель посл-ЬднеА дроби былъ возможно 
проще; так'ь какъ при 

V 

упомянутый числитель обрйа;ается въ 

то но:п.мсмъ 

послЬ чего будетъ 

(17) 'Нд-=Р С05 ::-;^з1п;^, 

и (|6) обратится въ 



(18) 



р С05 :( — ^ ${и ^ (05 ^ 



^ С05 ^ -\'р 51 п ^ 3111 I $П1 \ {к^05 :(-\- р ии ;) 

Теперь (13) даетъ 

(19) у" ? (/, с л.) ^^I -'../' -'^ ^' • ^^ ./^ - 



И иам'ь прсдстоит'ь изучить иптегралъ 

(20) ' /* - ^'" '^ ^^ 

(.\*та1юнимся сперва на предпаюжеши /> > о; въ этомъ случа-к за С, 
можно ндить прямоугольннкъ съ вершинами 

(о..-:*) ((/1 + 0'^,^*). 

ныклк>чинь изь не1Х) точку ^ - о помощью безконечно мхюй полуокруж- 
ности» и чпогь контуръ будет ь содержать внутри себя вс^ полюсы 

ч{лнк1ин !>?^,;'^ и никлкихъ другихъ, 

Глкь Кч1кь подьннгегральная функция 

нн'ч^г'лил 120^^ им1;сгь :10л».ч*ъ с=о съ рычетомъ " - • то часть инте- 
•.тпд у,-^'''^- огь^^члч^ ич '.ч\>чочсчко .чллч^А г.чМуокружг'ОСги. равна 
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Дал-Ье, тя часть интеграла (2о), гд-Ь интегрирован1е распространяется 
по оси у, равна нулю всл'Ьдств1е нечетности функши (21); на сторонахъ 
контура С^, параллельныхъ оси л-, гд-Ь ;;; = ^ — »^1 ^:(^ = ^х и л* изм-Ьняется 
отъ о до (п + ^) 1г, им"Ьемъ при | ^ | ^ 2 — е 



I 2 51п ^:(^\ '^ 2 сЬ 1к ^ 2 сЬ (2 — е) к^ 

\$'т 2-^1 ^$Ь 2к, 

\х + Р*^^\^\к\-\Н8^\^}^-\р\^ог11к, 



и потому 



5т <:( 



ЛИ :^ (^ С 05 1"\-р 5т :() 



2 5т 1:^ I ^^ 2 сЬ (2 — б) А- 



5т 2 1 {хЛ" Р ^^ К)\ — ^Л 2 1* [к — \р\ со1к к\ * 



отсюда сл-Ьдуетъ, что сумма т-Ьхъ частей интеграла (2о), которыя отв-Ь- 

чаютъ сторонамъ прямоугольника, параллельнымъ оси х, остается по модулю 

меньше 

^ , ч сН (2 — е ) А- 

{^2 П-\-1) • ^Л2А. [А'_|;,|го/ЛА'| 

И при л =: оо можно считать эту сумму равной нулю. Остается еще часть 
интеграла (2о), отв'Ьчающая сторон-Ь С^ параллельной оси у\ зд-Ьсь 

? — С^ + гО '^ + ^Уу (11 — Иу, 
у изм'Ьняется отъ— оо до + оо, и такимъ образомъ находимъ: 

г 22) — I ^'-— ^ '^^ = — -1 . ^ + 

^ ^ 2ГЛ^ ^ 51П :( [^ С05 I +/> 5т ;^] 2 I + /) 

гд-Ь 

(23) Рг (^ у) = 7;й7{^Ч^ у+/^о/^у)') * ^""^ ^''•^ '""^ ^'' ^У-^У+Р '0^^ у) ^^^ ^х.сЫу] 
и 

Л'о = (^ -г о -. 

Окончательно получается сл-Ьдующее выражен1е для |'' 9 О? °^? '^) ^^ 
на основаши формулъ (19)1 (14) и (22): 

^ ?аа,А„)л=.^-1-|н-|-^^^-^у^ /^.ау)^у + 

причемъ /^'^ (/, у) и /^'а 0> у) определяются по формуламъ (15) и (23). 
Мы уже вид-Ьли въ предыдущемъ §-'Ь, что 

,.оо 

пред. / Ь\{1,у) (1у-о\ 



-аД-> ^^кДлП^^Л"^ '^^Т^ 



~*^ ■ • 1 л.^ 



ГКГ 3;1.1Г 



I ■•/ 



X, ^; 



:и — 



•» II 



^ 55. 



•» ~ 1 



— Г>1 



^* Л$. 



"» ^ 



^Т&^(1 ГСГ 



4. ^ — '* 






Я 5=^ 






З-'-И-ж Г К^»Л "Ю^ 



■« » 



— -л 



511^Г_:111^ 1.^г т::^'5.-д =;!, 



* - 



■» • 
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Складывая четыре результата, находииъ: 

Г \р\ + - 

4 

но такъ какъ при выбранномъ е и при хц достаточно большихъ посл']^днее 
выражете можегь быть сд-клано сколь угодно малыиъ, то 



Р^О, у)йу=о. 
Теперь изъ формулы (24) находимъ 



пред. у <р(^, а,к,)^И=±^--^- -^- . I, 



такъ что (см. зам. з къ теор. а) 



V > у 2 2 1 



Р 



+Р 

I дХ 



• { И 



(27) Х(+о.а) = -Х(-о, «) = |,^ = -^.- 



+/• 



причемъ, такъ какъ / заключалось между — 2и + 2, то^ — д = 2, Ь = а + 2 
и при а = — 1 выходитъ Ь ^ -\- г. 

Разсмотримъ теперь (сл-Ьдуя зам. з теор. а) функшю 

9х (I, «, К) ^ ? (^ «. ^ + Т • 7+^5 
дифференцируя по I формулу (24), находимъ <р (I, з, А.) и отсюда 

<?. 0. «, А.) = ± -у^ -^^у+ч]^ -^^у= 

+ т/" -^^ (^' У) '^У' 
ИЛИ, на основан1и (2б), 

(28) ср, (/, а,А^ = ±5/п(п-^-;)тг^.^(?^^|7^^+^.у^'"^',(^ у)^у, 
гд-Ь 

(29) ^5 (^ у) = 5Л'Л^+( У+/>^о/Лу)^ У * (У+^ ^^^'^ у) ^'"^ '^« -^^ ^^~^о ^^^ ^^« ^* ^У Ь 

Покажемъ, что срх (^ ^» 'О остается по численному значешю меньше 
н'Ькотораго конечнаго числа Ф при всЬхъ /, заключенныхъ въ интервалахъ 
(е, 2 — е) и (— 2 + е, — е), какъ бы ни было велико я. Прежде всего им-Ьемъ: 

(30) |^5ш(я + 0'г^^. Ш^\'к1\^ ^^ 



7Св 

2 51П — 

2 



А Адамовъ. 
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Дал-Ье, 
(зО ч. зн. 4 / Р^ (^ у)(1у<~\ч. зн. / Р^(1у + ч. зн. / Р, ^у , 

ГД-Б 

/.^\ с _^Л^ у+рсо^Ну р _ V ^ ? 

/, оо 

зобьемъ интервалъ (о, оо) на дв-Ь части (о, I) и (х, оо). 
Для первой части находимъ: 

(33) ч. зн.у^ V. ау = ч. зн. ./^ 2 ^^ . ску . ,,,^;У^Д'+^„йу). ^9 < 

такъ какъ при |/|<2 — е и о^у^х оказывается 

7л^| < *' '^^У ^^* Ь \У^^У +Р <^%1 < ^* I + 1/'| ск I, 
и ^ (у) = •'^0* ^^ *У + (у ^*9 +рсНу) * < /)', ибо функщя 

при у = О м-Ьняетъ знакъ съ — на + и при достаточно большихъ значе- 
шяхъ Хо во всемъ интервал-Ь (о, т) остается положительной, а потому ^(у) 
им-Ьетъ т1П1тит ^ (о) = р ^. 

Для второй части получаемъ: 

(34) ч. ,^/\ 4, = ,. з„. Г . . ^ . шПу . ,Д-;'|;Г: ^ . А < 



-< — . ГО^Л I • / — ^ — ^ йу:=1— ' ШЬ I . — — ^, , 

такъ какъ Шк у есть убывающая положительная функшя и такъ какъ вообще 



2тп 



Обращаясь къ интегралу 

1.7 Рп ^У^ 



разобьемъ интервалъ (о, оо) на три части, (о, —),(-, х), (Ь оо). 

\ Х{)/ \Л*о / 



Для первой части находимъ: 






(35) ч. зн.у^ Р,йу<х^.]^ _^_,_ф'^^^^^/^_^^^^ ^ ^„ 

такъ какъ знаменатель 5 {у) им-Ьетъ т1П1тит 5 (о) = р-. 
Для второй части интеграла / ^^, ^у оказывается 

(36) ч. зн.У^ Р, Лу < хо -У , 'Д . гЛ 2у . гЛ ;, . ^-^^•^_- . ^1- . ± . ^!^ < 

'о ■''о 

< — • гЛ 2 г// I . (л-д— I) < ^Л I с11 2, 
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такъ какъ ^ < I, сЬ 2у сЬу < сЬ2 ^* Ь ^ < 1> 7Лу "^ ^' 
Для третьей части того же интеграла выходить: 



(37) ч. зн.у Рг, йу < хо .у 2 ^ •. ШЬ 2у . г(?/Л у • 7^ < 

<1 ^, ^1. /* сЛ(2 — г) у , 2С01112С01Ь1 Г. 
2 ГО/Л 2 ГОШ I • / 4 -^ »У = • 

Жо ^ ^ СП 2 г ^ ДГо . -^ 



Д Ш1 . 

4 



Окончательно изъ формулъ (30), (31), (33)~(37) им-Ьеинъ сл'Ьдующ1й 
результаты при е ^ | / 1 ^ 2 — е 



(38) 1?,(',..».)1<Ф = ?5Ь + '«1{-».=^^^^ + 

, Г со1Н 1,1,2,, , , т: ШЬ. I ШЬ 2 \ 
Н 7-1 \--1лСП \- СП I СП 2 Н 7—. }, 

причемъ Ф при выбранномъ е и сколь угодно большихъл'^, остается конечнымъ. 
Докажемъ теперь, что при — е ^ / ^ + ^ оказывается для всЬхъ хо 
достаточно больпшхъ 

гд-Ь М конечное число. 

Обращаясь къ (28), находимъ прежде всего 

(39) \^'^^^п X, ^.со^,(^^п^\<: Ц^^| < ^- (х 4-^^е): 

дал-Ье, возвращаясь къ формуламъ (зз)""(37) и принимая въ соображен1е 
что въ нихъ теперь 

И сверхъ того при о ^ у ^ I 

зк 2у = 2 сЬ 21/ = ' 

безъ труда находимъ: 

(40) |/?. (^ а, А^|<М = ^+^вл.1_И{з.Лх.-^'11±1№ 4- 

I ~ ^7,х1 |17*|Г Ъ |" С0111 I СО/Л 2 1 

Н ГР/Л I . Ар^ } -е + — - гЛ ^ СП 2 СП I 4 , - } , 

такъ что М при достаточно маломъ е и достаточно большихъ х^ сколь 

I 

угодно мало отличается отъ — . 

Остается намъ еще доказать, что при — е ^ ^ ^ е и при достаточно 
большихъ л*о оказывается 

Ч. зн. 1^91 (^ зе, /О ^/<1. 
гд-Ь Ь конечное число. 
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Такъ какъ (см. зам. з къ теор. а) 
то изъ формулы (24) сл-Ьдуетъ, что 
но ИЗЪ сравнен1я формулъ (ю) и (12) § 2 находимъ, 

_ /'* 5/п (2П+1) ~ 



что 



ч^-^/ 



^ (^ у) ^У 



■■/. 



а. 



2 $ХП 



откуда, замН^няя ^ на тс^ и припоминая, что -РГтг^, ^] = 1г -Р^ (^, у), получаемъ: 



(41') 



Т + ^/>. 0. у) '^И = т/ 



I /*'^^ ЛЛ (2 яН- I) 



Л 



2 $т — 

2 



= ^/ 



I /'—■ Ш1 (2 П-\-1)1 



5т / 



^;; 



посл-Ьднхй результатъ даетъ возможность переписать (41) въ вид-Ь 

(42) / ср, а ., К) и = ±/т '-^р!^ а + ^у" /^, а ?^) -^у. 



При изсл-Ьдованш свойствъ функши 



$т Нх 



5111 X 



въ § 2 ГЛ. Т МЫ вид-Ьли, 



что при I ^с I ^ ^ — е наибольш1й тах1тит интеграла 



/ 51П 



1п Ьх 



51П X 



Лх 



отв-Ьчаетъ :с = т^ и представляетъ число < тг ; отсюда мы можемъ заключить, что 

(43) "^-^«-ТЛ .«Т '^'<^^ 

но можно установить и бол^Ье точный пред-Ьлъ для интеграла (43)- Именно, 
при -^ = — ЗЕТ" выходить ^ — — , поэтому при — е^^^е должно быть 

2 21* "^ I Х^ 

пъ силу формулы (41) и (15)- 

1 схэ 

I /' 2 ЯЯ (2П -Н О ^ 1^ ^ I , I /* I? /' ^ \ ^ 

ч. зн. — / — . , л < — Н — ч. зн. / ^р1 ( — , V ) «у = 



т + тУ 



2 ' ттХо 



»оо лго сЬ 



(-Т.) 



^л» (V + »') 



.1— '^У < 



2 



2д:л^ 



2 5т 



2 .Го 



51» ( ) 

\2Хо/ 
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И окончательно 

т,1 



(44) ч- зн. — / — ^ .— а{<^-- + -^+- 

Обращаясь теперь (см. (42)) къ нахожденш высшаго пред'Ьла для 

/аСО 

^ о . 
при — е ^ ^ :^ 4- е, мы легко установимъ его, изм-Ьняя лишь немного раз- 
сужден1я, сл-Ьдующхя за (25) и пользуясь формулами: 

./^ сЬгу У~^ а' со$\тл' ,1 ^ 5Н2у^~4'^4 ' 

-Х- ^ ^ I при О ^ V ^ !• 

Именно, окончательный результатъ, относящ1йся къ числу 1, (см. (42), 
и (44)) представится такъ: 

(45) ч. зн. / ср, (/, а, Л,) Л < I = 1 + ^ + -^ + 



+ ^ 



I 



и отсюда видно, что при достаточно маломъ е и достаточно большихъ л-^, 
число Ь можетъ быть сд'Ьлано сколь угодно близкимъ къ — 1- :;2 * 

2 •• 

Установивъ для разсматриваемаго прим-Ьра существован1е функц1и 
X (/, а) (27) и чиселъ Ф (38), М (40) и ^ (45)» мы уб-Ьждаемся, что на- 
стоящ1й прим'Ьръ подходитъ подъ услов1я зам']^чан1я з теоремы а^ но^ 
прежде ч']Ьмъ окончательно формулировать результатъ, зам'Ьтимъ, что на 
основанш (I I) и (17) функши Ь ^ 1 (х) и Ь 2 (х) им'Ьютъ сл'Ьдующ1я выражешя 

(4б) 1^, (х) = С05 \^ X . -^^ , ^^^^{x) = ип Х^. х . ^;^ , 



причемъ въ силу уравнешя (7) лолжно быть 
и потому ^ 



^^^■=- '^^ 



(47) 



«Ч>7) ('+/') ^^^ ^—Ь- ^'>^ ^ (I +/')->> '.^^- /> и +/') + >/ 



Добавимъ еще, что все предыдущее разсужденхе, относившееся къ 
случаю р > о, сохраняетъ силу и для случая о > /> > — I, такъ какъ для 
перехода къ этому новому случаю достаточно въ контур-Ь С„ зам-Ьнить 
сторону (« + }) '^ на (п — ^) тс, чтобы внутри С„ содержались точки Х^, Х^, . . . >,,. 
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Такимъ образомъ нами доказана сл-Ьдующая 
Теорема 1. Безконечный рядъ 

въ которомъ коэффишенты а.^ и а, ^ опред'кляются формулами 



-1 
» + 1 



«>, а = )./+р'^+р) '^_ . -^ ^*^ "'" ^' "" '^''' 



причемъ числа 



1» 2> • • • » • • • 



означаютъ вещественные положительные корни уравненш 

X С05 х-\-р зт X = о 
при условш р^ — 1у им-Ьетъ суммою 

въ гЬхъ точкахъ л: = а, лежащихъ внутри интервала (— 1,+ 1), въ области 
которыхъ сл-Ьва и справа функц1я / (;с), способная къ интегрирован1ю въ 
интервалПЬ (—1, +1), выполняетъ условхя одного изъ случаевъ 2 — 6 тео- 
ремы В. Функц1Я / (дс) можетъ обращаться и въ безконечность въ групп-Ь 
точекъ опред-Ьленнаго порядка V, принадлежащихъ интервалу (—1, I) и не 
совпадающихъ съ разсматриваемой точкой х — л, но при этомъ инте^)алы 

распространенные на область каждой точки, гд-Ь / (х) обращается въ без- 
конечность, должны быть безконечно малыми вм-ЬсгЬ съ величиною области 
интегрирован1я. 

Перейдемъ теперь къ предположенио р < — I, когда уравнеше 

:(^соз :(-\- р згп ^ = о 

им'Ьетъ два чисто мнимыхъ корня 

причемъ уо опред-Ьляется условхемъ 

Въ этомъ случа'Ь, беря за контуръ С^ прямоугольникъ съ вершинами 

(о, 1: к) [(« - О -, ± Ч 

при А— со, ми должны выключить точки ^^ — 'у« помощью описанныхъ 
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ОКОЛО нихъ безконечно малыхъ полуокружностей, проходимыхъ въ отрица- 
тельномъ на11равлен1и, и вычислить сумму 2 интеграловъ отъ функщи 

(21) »(0= • , "'"'1. • . » 

распространенныхъ по этимъ } окружностямъ. 

Положимъ на одной изъ нихъ о^, описанной около ^ = + ^Уо9 

и на другой Од 



7Г ТГ 



причемъ въ обоихъ случаяхъ 6 убываетъ 01ъ Н — до Доклжемъ, что 

сумма 

(48) 1^{//(^)'^^+У,>(^)'^^1 
равна 

(49) .1,У>(^)'^^. 

гд'Ь о означаетъ полную окружность, описанную около точки ? = + ^Уо въ 
отрицательномъ направлеши. Въ самомъ д-^л-Ь, полагая въ интеграл-Ь 



^■У*,п^)'^^ 



:(_ = — го, гд-Ь г^; = г* + /г; новая комплексная перем-Ьнная, зам-Ьчаемъ, что, 
при движенш точки ;^ по окружности 

X' + (у + УоТ = р" 

черезъ положен1я 

(о» ~Уо + р), (р,-Уо)» (о» -Уо~р) 

точка к; перем-Ьщается по окружности 

«' + (г^ - УоУ = Р% 
проходя посл-Ьдовательно черезъ положешя 

(о> Уо-р)> (-Р> Уо)у (о» ?/о-|-р)1 

т. е. ги описываетъ л-Ьвую \ окружности о въ отрицателы^омъ направлен1и; 
называя этотъ новый контуръ черезъ Од, им-Ьемъ: 

)', »> (.^) к = ^ , » («') «^^^ = ./, « (О '^ч, 

^2 "8 '8 

посл-Ь чего сумма (48) обращается въ 

^- [у; » ^1) ^1 +/ О (О <'] - ^. у; » (О <-. 

1 3 
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и сл-Ьдовательно эта сумма (48) равна — вычету функщи 0(0 Аяя полюса 
^~ + гуо1 но этогь вычетъ К равенъ: 

_ _ 5Н1уо ^ Р' — у..^ 

~ Уо ' Р{^+Р)-У^^' 

такъ какъ по (8) 

Итакъ сумма (48) равна 

, 5Н /уо ^ Р^—УО^ ^ 

уп ' ри+р)-Уо^' 

и формула (24) для настоящаго случая переписывается въ вид-Ь 

(51) г ?а «. К) и^^^~- • 47 • ^-^ • -^44^^ 



., % 



^4-/' ^^1 (^у)^у+^/ ^2(^у)^^ 

и все дальн-Ьйшее изсл'Ьдоваше будетъ отличаться отъ предыдущаго случая 
р > — I лишь гЬмъ, что вм-Ьсто прежней функщи X (?, а) (27) появится новая: 

для которой 

^1 (+ о» ^) = — ^1 (— 0> «) = —' ^ = ^ • -Т ^* ^^О • ^/ ,Т -Г 2 • 

^^'^ 1^ '-^ 2 61 2 1-\-р ^^ р{^+Р) — Уо^ 

Справляясь теперь съ результатомъ зам. з теоремы (а), можемъ вы- 
сказать теорему II: 

Теорема 8. Безконечный рядъ: 

гд-Ь коэффищенты д . 1, а,. « им-Ьютъ то же значен1е, какъ въ теорем-Ь I, и 

■'I » 1 

^^1 1 '^2 > • • • п • • • 

означаютъ вещественные положительные корни уравнен1я х со$ х + р згп х = о 
при р < — I, число же Уо опред-Ьляется условхемъ 

^ Уо _ _ ± , 

Уо Р 

им-Ьетъ суммою 

И/(«-о)+/(«^о)] 



^о5 

при — 1<а< + 1 и при т'Ьхъ же услов1яхъ относительно функцш / (х), 
какъ въ теорем']^ I. 

Предыдущимъ изсл-^довашемъ былъ исключенъ случай ^ = — I ; зд'Ьсь 
является та особенность^ что для функщи (21) точка :( = о будетъ полю- 
сомъ 3-го порядка, такъ какъ въ области точки :;; = о им-Ьетъ м-Ьсто 
разложеше : 

часть интеграла (2о), отвечающая безконечно малой ^ окружности, описан- 
ной вокругъ точки -{; = о, вм-Ьсто , получаетъ значенхе 

всл-Ьдствхе чего пред. ^ 9 (^ ^> К) ^^ равенъ 
замечая, что 

можемъ установить такую теорему: 
Теорема 8. Безконечный рядъ: 

/* + ! ОО 



^^^ = ' I 



гд-Ь 

+ Ы/ 1(х)со5\.х(1х, 

^Л 2 = (I + х7) / /(^) ^^^ ^^ X ^Х 

и X^ означаютъ положительные корни уравнешя /^ д: = х, им-Ьетъ суммою 

I |у (ос-о)+/(а + о)] 

въ точкахъ X = а при — I <С.си <, + I и при вьтполнен1и функщей / (л*) т-Ьхъ 
же услов1й, какъ въ теорем-Ь I. 

ЗамАчаше. Если / (х) представляетъ нечетную функщю отъ х въ 
интервал-^ (--1,+ 1), то разложешя теоремъ 1 — 3 принимаютъ сл-Ьдую- 
Щ1Й видъ: 



О 



1о6 



+22 «■« \ « • х/+и!'+р) г ^ ^""^ "" ^^ * '^''' 



причемъ Ху означаютъ положительные корни уравнешя ;;^со5 :(^+ р з'т ;( = о 
соотвИктственно при условш 

ВсЬ три разложешя им-Ьютъ м-Ьсто для функши / (л^), заданной только 
въ интервал']^ (о, х), такъ какъ мы можемъ произвольно дополнить функшю 
въ интервал-Ь (—1, о), и въ частности предположить /(—д:)=: —/(х). 



Глава IV. 



Н'Ькоторыя разлоЖен1Я по О-Функщялкъ Якоби. 

§ 1. Разсмотримъ разложеше по функц'1ямъ 

к. («) ^ ^(^^:^^ , 

^ ^ ^ 0(я) 

гд-Ь \^ означаютъ н-Ькоторые изъ корней трднсцендентнаго уравнешя 
(О Я'(0 = о; 

именно, им']Ья въ виду Теорему I нашей статьи «О корняхъ функшй про- 
изводныхъ отъ функц1й Якоби» (Изв. СПБ. Полит. Инст., т. V, в. I — 2, 
1906 г.), положимъ 

и черезъ 

обозначимъ чисто мнимые сопряженные корни уравнен1я (х). 

Въ упомянутой стать'Ь указано, что функшй К^ (а) обладаютъ свой- 
ствами, которыя предполагались зам-^Ьчашемъ б къ теорем-Ь (а), именно: 

Л — ^"^(^) — 

I при X. не равномъ Х^, и 

въ силу этихъ свойствъ положимъ 

(2-) I (х-) = -^ ^' *^ ^'=М 

и разсмотримъ функи1ю 

9 О, «, 'О = Т (^о) + 2 [Т (X.) + Т (V)]. 



ГД-Ь г (О ~ - "я 



кк' I е(а + е(а + <—,-) 
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Согласно разъяснешямъ зам-Ьчашя 5 къ теорем-Ь а, мы можемъ пред- 
ставить функшю 9 (^ ^> ^л) интеграломъ: 

(3) ?0, «. л«)=^/'е(0'='л:-2*«*. 

гд-Ь 

^4.^ « ^^; Я' (^) '^ ^<>' я я (О Я' (О е (а) о (а + О 

С„ означаетъ замкнутый контуръ, содержащей внутри себя точки 

1—к \.—^^^ К— У и—^у 2, ... л), 

и Е^^ 1?^^ представляетъ сумму вычетовъ функши 9 (;^) для т-Ьхъ полюсовъ^ 
которые лежать внутри С^ и не заключаются среди точекъ ;;; = \), ^^у ^-у'. 
Возьмемъ за контуръ С^ прямоугольникъ съ вершинами 

(- ^^:+ е, ± (2 и + о /Г'), {к+ е, ± (2 я + О ^1:'); 

внутри этого контура, при всЬхъ значен1яхъ положителънаго числа е мень- 
шихъ Ку содержатся всЬ точки :(^=^\, \у ^ при /=1, 2, ...«, и изъ дру- 
гихъ полюсовъ функши 2(<;) находятся только нули функцхи Д(0> т. е. 

;;; = 2] г К' при /=о, 1*:"1, г^: 2, ... г^ л; 

такимъ образомъ въ формул-Ь (з) 

(5) 2*«* = ^го+^:№•+^?/Ь 

причемъ I?. и I?.' означаютъ два сопряженныхъ вычета функц1и (4) въ 
точкахъ 7^^± 21 гКу именно : 

^у- т, ' е (а).я'«(2у.«А'') * е (я + /) ~" 

"" т: Я'2 (о) • "^ "" гК^ 



и 



1?У = ^,е ^ въ силу формулъ 

е (^+ 2у.»л') = X . е (О, я(^+2/. /^г) = X . я(0, 



я(,-+2,.1^г)г=х [я'(0-''х ^(^)]' 



ГДЪ X = (— 1)-'^ ^ 

И на основан! и изв-Ьстнаго результата 



Я (о)=: ]/й/ е, (о) = |/^4^, 
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им']^ющаго м-Ьсто въ предположен1и, что 

^ = пред. — ^ = 1. 

Теперь изъ (з) находимъ, что 



51П (2 « + О ^ 



И формула (з) даетъ 



2 К . -1 

2 /1Г 



5т (2 '' + О ^ 



Обращаясь теперь къ изучешю интеграла 

(7) -^ /' ^(^)^^. 

С» 

зам-Ьчаемъ прежде всего, что въ силу очевиднаго равенства 

сумма двухъ частей интеграла (7), относящихся къ сторонамъ параллель- 
нымъ оси у у будетъ равна нулю: 

~ / [^ {К+г-^гу)^й (^-К+г + гу)]Лу^о. 

Дал-Ье, сумма двухъ частей интеграла (7), относящихся къ сторонамъ 
параллельнымъ оси х, равна 

(8) ^^.у к-)^-=,-^У к-)^-, 

такъ какъ функцЫ 

допускаетъ перюдъ 2К\ зам']Ьчая, что 

__, ^' _ Я(а+х).Я(а+/ — х),<? ^^ 

в(х) |в'и)— -^^ ^ * вм!- 



легко получаемъ сл-Ьдующее выражеше для интеграла (8): 

2: 



— Л — л 



но 



гд-Ь 

к)^) ур'у '> *«;— е(х)е(а + ' в" (х) + л^ е^ и) 



и 

._\ жт 2М-1-1 

ТС. 



(10) лг =-;+-• 



Такъ какъ интегралъ (7) приводится къ (8), то окончательно нахо- 
димъ изъ (б) сл-Ьдующее выраженхе для 9(^ *> ^О» 

"■" 1а- 

гд-Ь 

1.11 /»+А' 

(12) р (/, а. А.) -: - ^) / V (а-, и К) ^л-, 

— А, 

причемъ функшя V (х, ^ Л^ опред-Ьляется формулами (9) и (ю). 

Принимая во вниман1е, что при вещественныхъ значен1яхъ х оказывается 

\н(x)\<и(^к)==2{^+2у'^'-{-2у^'+...=н,(р) 

|в(д:)|>е(о)=1 -2у+27*-2?»+ .... 
|в'(х)|<С = х{? + 2?* + .Ч?'+ ••• +«?"*+ ...} 

(такъ какъ в' (х) опред-Ьляется рядомъ: 

заключаемъ, что при всЬхъ значен1яхъ ^ и а должно быть 
(13) |р(^^'^01<^.е(оГ"в%У -Л-в^оГ ^^ = 



-Л''. 0(0) \Л^2 'Т' к I' 



Н' (К) к 2 к 2 к 



такъ какъ -^ -=:-- и - 



е*(о) к' т:.е»(о)~-е1Чо) /г' 



;./ ' 



при безпред'Ьльномъ возрастан1и и и N функция р (?, а, й^) можетъ быть 
сд-Ьлана сколь угодно малой по абсолютному значенш и формула (и) 
даетъ возможность безъ труда установить для разсматриваемой функц1и 
? (^ ^у ^я) существован1е чиселъ С, Ср Ф, ^, М нашей обшей теор1и. 
Именно, находимъ 



+/ р ('. ''. л.) ^/. 



ш 

2кг 



И сл-Ьдовательно для значен1й^, взятыхъ въ интервал-Ь отъ е'=з-^ до 2К—е, 
оказывается 

• ' пред. /о 9 (?, а, А^ ^^ = + Ь 



я=со 



а для значешй ^, заключенных!) между — 2^Г^-е' и — е', оказывается 

пред. /о 9 (^ а, Л^ Л = -^, 
«=сх> 

такъ что С = С, = ^. 

Дал']Ье для значешй ^у заключенныхъ въ одномъ изъ интерваловъ 
(е', 2 К— г) и (— 2/Г+ е/ — в'), находимъ изъ (и) 

(■5) !■?(', «.лоКтгг?!' + "■=*• 

ДЛЯ значешй / заключенныхъ въ интервал-Ь (— е', Н-е') получаемъ изъ (и) 

(17) и? о, «, ЛЛ < 1(1 + е) + е'о,= М 
и изъ (ц) 

(18) ч. зн. // 9 (^ а, А^ Л < I + е' а^ =: Ь. 

Остается еще добавить, что въ нашемъ прим-Ьр-Ь пред-клы значен1й 
/ суть — 2Ку + 2К, откуда сл-Ьдуетъ, что Ь — а= 2К и при а = о выходитъ 
Ъ = 2/Г; для пред-Ьльныхъ значешй / = г^ г/Г функщя ^ (/, а, Л„) (х 1)'представ- 
ляетъ ту же особенность, какъ и при / -- о, и потому сумма изучаемаго нами 
ряда при крайнихъ значешяхъ а ш о и а — 2К получается по тому же правилу, 
какъ въ ряду Фурье. Итакъ мы можемъ установить сл-Ьдующую теорему: 

Теорема 4: безконечный рядъ: 

въ которомъ 

"^~ т. но^/)Н'а/) / ^ ^'^^ в (л) "^ 

' О 

(/ = 0, I, 2,...) 

И а.' выводится изъ а- зам-Ьной X. на ХД причемъ К = К и X , X ' означаютъ 
чисто мнимые сопряженные корни уравнензя 

Н (О = о, 

им-Ьетъ суммою 

. [/(,_. о) +у (а + о)] 

ВЪ точк-Ь >:-:«, взятой внутри интервала (о, 2К)^ если функция / (л*) спо- 
собна къ интегрирован1ю въ интервал'Ь (о, 2К) и если въ области точки 
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л: = а сл-Ьва и справа функшя /(^) выполняетъ условЫ одного изъ слу- 
чаевъ 2 — 6 теоремы В; при этомъ /(;с) можетъ д-Ьлаться безконечной въ 
групп^Ь точекъ опред'Ьленнаго порядка V, если только интегралы 

/ 1/(^)1 '^^^ 

распространенные на область каждой такой точки, гд'Ь / (х) обращается 
въ безконечность, могутъ быть сд-Ьланы сколь угодно малыми при доста- 
точно малой величин-Ь области интегрированк. Въ пред'Ьльныхъ точкахъ 

сумма ряда равна 

ЗанДчаше. Коэффищентъ а^ можно представить въ иной форм-Ь: 

|2ЛГ 



а^ = 






гд-Ь 7= I к" т^ хЛх. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, изъ изв-Ьстныхъ формулъ 

находимъ съ одной стороны при ^^ — ^у 

е" (о) _ ^1^ ^ ячх/) 

съ другой стороны 



(о) 

) 



^^^^ 0(0)" зп^'К]'^ Н(К^) 



^^"^ 0(0) А-' 

внося въ (21) выражеше -х>-т по (22), 
находимъ 



откуда 



и 



I ^^5п лу— я(х})" ]к е'(ху)' 

-н(\;)Н" (х.) = ^0чх) { I -^^п^ X.} . 

Изъ посл-Ьдняго равенства и сл'Ьдуетъ новое выражен1е для коэффи- 



тентовъ а^. 



§ 2. Разсмотримъ епде разложен1е по функщямъ 



_ "3 
гд-Ь X. означаютъ н-Ькоторые изъ корней трансцендентнаго уравнешя 

(О в'(0 = о; 

именно, им-Ья въ виду теорему з нашей статьи «О корняхъ функц1й 
и т. д.», положимъ 

и черезъ X, У при /=1, 2, з--- обозначимъ чисто мнимые сопряженные 
корни уравнен1я (х). 

Такъ какъ выбранныя нами функц1и К^ (а) обладаютъ т-Ьми свой- 
ствами, что 

при Х^. неравномъ Х^^, и 

'о ^ 

ТО МЫ ПОЛОЖИМ'Ь 

^^^ ^^ ^^>' — т: • е (Ху) Н"(Ху) * 82 (д:) 

И разсмотримъ функшю 

(З) '■? ('. «. А,) V (^о) + Т (\,') + 2 { Т (^) + Т (V) } . 

гд-Ь ^ ■ 

и; т и; - - • е(0 е" (о ' ' в(а; ' " в(а -ьо 

Функшю 9 (^ ^, ^'п) можно представить интеграломъ: 

(5) 9 а «. А.) = Т?т/' ^ (О '^^ - 2* ^г*. 

гд-Ь 

сь; ^«^ и; - Г и; - щг^ - ^- • ё и) в' ("о ' ' в~(«) еса+ту ' 

и 2|^ Е^ означаетъ сумму вычетовъ функщи (б) для иныхъ, ч^мъ ^ Х^, 
Х^', Х^., ху (/^ I, 2, 3--0? полюсовъ, содержащихся внутри С„. 
Беря за контуръ С, прямоугольникъ съ вершинами 

им']кемъ (при всякомъ положительномъ е меньшемъ, ч-^мь А") внутри С^у 
кром-Ь полюсовъ 

-С -Ч>^о', ^^ V ПрИ/=:1, 2, ... «- I, 

еще т-Ь полюсы функщи (6), которые являются корнями уравнен1я 

(.) (О - - о, 

А. Адамонъ о 
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Т. е. \ = — (2/- О И^ 

при У"= о, I, 2,. . . я — I. 

Такимъ образомъ въ формул-Ь (5) им-Ьемъ 

(7) Ц ^г.-2{^.' + *;Ь 

причемъ К^ и К^ суть сопряженные вычеты функщи (6) въ полюсахъ 
:^ --±:(^2} -{- 1^ 1К'; помощью простыхъ преобразовашй находимъ: 



К. 



к к' 



Н(1^-^^2^+^.^К•) Н {1-^1-2] ^-1 . /А'') _ 



к к' 



и такъ же 



1Г вГ7).е'» (2у-|-1 . /А") в(а-Н/) 

;'■-' 2У+1 ^,7 

е(а).ё'«0'А'') ■ в(1 + /) "^ ~ 2А' 



^ 2 А 



2уЧ-1 

гК 



7Г 1/ 



им'Ья въ виду, что формула 



«^ / 

Та 



' (^' (^) - 1к ^^ (^-)) 



при г — о даетъ 

I 

0' {гК) = иГ 4~ Н' (о) = /(7 "^ ]/ -^"^ • 
Теперь формула (у) принимаетъ видъ: 



— — / *» ?./.' 



2 И-' А' 



п 1 



-2»^» = ^^Д^«^-^«' 



2 А' 



т.-1 



I ти-! / 



1^ л/« (2 «4-1) 6 

К ' 



2 31Л 



2 5111 6 



Г- - У 



гд-!? 



^ 2А' ' 



внося этотъ результатъ въ формулу (5), находимъ 

, 5111 (4 « + I ) — . , , V с 



2 л";« 



е 



А 



2 5Ш $ 



4- 



+ 21^/' ^(0<- 

Обращаясь къ изучен1ю интеграла 



_ Л^5 

находимъ, что сумма т-Ьхъ частей интеграла, гд-Ь интегрироваше распро- 
страняется по сторонамъ параллельнымъ оси у, равна нулю въ силу равенства 

сумма двухъ другихъ частей интеграла (7) будетг равна 
<8) т^-. [^ * {2 {х-2 т К') - 9 (л- + 2 т К')\ с1х, 

— К 

лричемъ т:{ 

2 (х+2«/г) = „4^ • — ,-^.^-+->. , • ^|'й=^ • . ^ ^ 

''^^"^ в(л.){в'(.х)-^в(х,} «(' + '> 

посл-Ь небольшихъ преобразован1й выраженхе (8) приводится къ 

(9) - ^ е ы ' "" ^^' ^' ''») "^^^ ^^* 

^ ^ ' А- 

и 

(II) ^=^- 

Такъ какъ интегралъ (7) приводится къ выражешю (9), то формулу 
{6) можно переписать въ вид-Ь 

2 ЛШ — 
2 



(I З) Р (^ «, АО = - ^20 (а) У ^ (^' ^ 'О ^^"' 

и V (л", /, Л^) опред'кляется формулами (ю) и (и). 

Разсуждая такъ же, какъ въ § I настоящей главы, уб-Ьдимся, что при 
«сЬхъ / и а 

и потому при безпред'Ьльномъ возрастан1и п и N функщя р (/, а, Л^) стре- 
мится къ нулю. 

Интегрируя равенство (12), находимъ теперь 

(,5) /•',(,,,, у, ,= ;/''".'.<4^и^^;^_ 



п о 



I /'"^ 2Д^5ш(2«_^-^^)^ 

' о 



" О 



/ р (^ 'А Ап) ^^ 



пб _ 

И отсюда заключаемъ, что при значен1яхъ ^ содержащихся между е — — е 
и 2К — е', оказывается 

пред. / 9 а «, К)^(=^-^-Т- 2 =Т' 

Я:=00 ' О 

И при значешяхъ / между — 2 А' -{-е' и — е' 

пред. / 9 (^ а, Л,) й^А = - .} , 

такъ что С = С4 ~ .]. 

Дал-Ье, при значенхяхъ ^, заключенныхъ въ одномъ изъ интерваловъ 
(в', 2К—е) или (— гК + е', — е') находимъ: 

и при значен1яхъ /, заключенныхъ въ интервал-Ь (— в', -|- е) им'Ьемъ: 

ч. зн. / ср (^ а, Л ^ ^^ < А . ^ _]- .^ . те + е' а^ г^ 
'о 

= 3 + е' о. ^ I. 

Остается намъ разобрать еще случай пред-кльныхъ значешй а:я---о и 
а = 2К, который въ настоящемъ прим-Ьр-Ь представляетъ н-Ькоторую осо- 
бенность. 

Зам-Ьчая, что при / -— т 2К функщя (12) ср (а, а, А^) обнаруживаетъ 
ту же особенность, какъ при ^ = о, мы им-Ьемъ при а ~ о сл-Ьдующее вы- 
ражен1е для суммы изучаемаго ряда: 

5, = пред. .г/""/ (О 9 а о, Ь^ Л = пред. С Г (О ? (^ о, й,) Л + 



+ пред. .(2^/_ е' / (О ? (^ о, А,) ^/ = / (-1 о) . ^ + 



+ пред. /^' / (2/г+о ? (2^^г-^-^ о, К) л=^ 

= /(+о).}-Ь/(2 1Г-о).пред./! '^ (2/^-г/, о, /О ^^ 



Подобнымъ образомъ при а . гК сумма ряда будетъ представляться 
числомъ 

5, = пред. .Г" / (2 К+ О '^ (/, 2 /Г, /О <// = 

п — со "''* 

= пред..Г^.''^''/(2^Г+0 « (^, 2 К, К) '^* + 
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-)- пред. /° / (2 К+ О ? (I, 2 к, К) Л = 



О 



г 
о 



пред. Г / (О 9 (-2/*:+/, 2/Г, А.) Л + ^ /(г/Г-о) 



-^/(2Л:-о)+/(+о).пред.^^ 9 (-2/Г+^ 2/*:, /О Л. 

Итакъ надо найти пред'Ьлы двухъ интеграловъ: 

Г^, ср (271Г+/, о, 70 Л и //' '^ (-2 а:-!-/, 27Г, й^ Л. 

ЗамН^чая, что при ^ ^ ± е' оказывается ?^ = 1+:}е и ? — ±8 и что 
при зам-Ьн-Ь ? на / ± 2/5Г Е^ переходить въ 5, ±- и $ переходить вь ?±тг, 



те 
2 

находимь : 

о /аО 



пред. / ? (2 ^^Г^ ^, о, й,) Л = - - пред. / .^ ^ ' ЙЕ,- 



2 

11 



~ пред. / . ' Л ч "' = ~;г пред. /^ . — '\ '^ ^ Д(Ц 



+5) "'тс "^-^ч/тс _^ 5т :, 

2 2" 

1 /'" 5т (2Я+1) 5 !► 2 I ТС I 

./ _ ЛП Е тс тс 2 2 



г' О 

пред, 



— с 

и подобнымь же образомь 

пред. 1 ср (- 2 /(:+/, 2 ^Г, /о а^ -^ -- пред. / ^^-г '- сИ, - 

в/о '•-'о ''''[^-^) 

I / ^ 5т (2Л + 1) (^ — тс) ,^ 2 _ /* 2 ' 2 5т (4»+ О ^1 1^ 

пред. / — ^— ^/й -^ "5 = — пред. / ^ — ^-^ -' — - а^^- 

Т^ ^ I 51П {I — тс) ТС '^ е/ ^ В1П Сх ^ 



I /*^ 5т(2П+1)5 1у 2 I ТС I 

— - - пред. / — . ь — - Л— -о •— -- — -- , 

ТС^/ 5т 6 ^ ТС2 2' 

' о 

откуда сл^Ьдуеть, что 

5, Ч[/(+о)-/(2^(Г-о)] И 5, = И/(2ЛГ-о)-/(+о)]. 

Теперь мы можемь установить сл-Ьдующую теорему: 
Теорека 5. Безконечный рядь 

^- е(а; +^« -в-(^-+2^ (^.- 01^)-+ ^> 0(.) ]> 

гд-Ь 



* ё(Х,) в" (>>)./, ^^^ ^М 

(/ = 0, I, 2, . ..) 



Л . — — 

^ тс 

(I 
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И а! выводится изъ а^ зам'Ьной Х^. на Х.^', причемъ 

Ао ^ о> Х^, ^-1 К 

и Х^, Ху при у ~- I, 2, з«-- означаютъ чисто мнимые сопряженные корни 
уравнешя 

в' а) = о. 
им'Ьетъ суммою 

\ 1У(«-о)+/(« + о)] 

въ точк'Ь X - (X, взятой внутри интервала (о, 2К), если функщя / (х) спо- 
собна къ интегрировашю въ интервал-Ь (о, 2К^ и если въ области точки 
X = а, какъ сл-Ьва, такъ и справа, функщя / (х) выполняетъ услов1я одного 
изъ случаевъ 2 — 6 теоремы В. Функщя / (х) можетъ д-Ьлаться безконечной 
въ н-Ькоторой групп-Ь точекъ, принадлежащей интервалу (о, 2/Г), если 
только эта группа есть группа конечнаго порядка V и если въ области 
каждой точки этой группы интегралы^ 

Г I/ (^) I Лх 

выполняютъ изв-Ьстное услов1е (см. теорему 3 § ^ наст, главы). 

Что касается пред'Ьльныхъ значешй а, то при а — о сумма ряда равна 

а при т.-'^гК сумма ряда равна 

.} у (2 к - 6) - 1 {Л- о)]. 



Глава V. 



Разлой^ешя по полиномажъ в/^^""^ (^г), опред-Ьляежымъ 

Формулой : 



по 



г(^+2V) 



, . 2^^ '^ -^ Г(2V)Г(^+I) ^^ ^ ^' 

§ 1. Полиномы ]. (л) представляютъ частный случай такъ называемыхъ 
полиномовъ Якоби, и н']^которыя ихъ свойства были приведены въ нашей 

стать-Ь «Объассимптитическомъ выражен1и полиномовъ /^ (л:) при большихъ 

значен1яхъ я», Изв. Спб. Полит. Инст., т. V, в. з — 4». ^9^6 г.; мы будемъ 
ссылаться въ дальн-Ьйшемъ изложен1и на формулы этой статьи, приписывая 
букву с къ нумеру формулы. 

. Докажемъ прежде всего, что 

(I) I (1~Л'0 ^ Г,{Х)]:{Х)АХ^0 

'- 1 

при у не равномъ к, и что 

Г (з>)Г'' Г0- + 1) 



(2) 1'^\х-х-^ 2 ;;(.^)^/л- 



1С 

,2ч-1 






о•+V)го•^-2V) 



Г-. V 



при 7= о, I, 2, . . . 

Вводя ВЪ разсмотр-Ьнхе полиномы С^ {х) формулой (9%, перепишемъ 
уравнеше (21)^ въ вид-Ь 






2>-}-1 

(1-л-о^с;(х)' 



2V— I 

2 



^, -„(;;-:-2у) {1-х'^ ^ . с; (л), 



^4-1 



откуда, зам-^няя С„ (л-)' на 2V С„_1 (х) по формул-Ь (17)<г, находимъ 



2V — I 



(З) (1-хО ^ с (л)----; 



2^^ Л 



2>-Ь1 
(I - ХО "^ ' 






Ул,у.$м^^^ нъ ^у / на V - I и п на я I. г^л;. чихъ еэвую форжу.т\'; 



лифф^ренг/><р/я ее к вко:я гг^.тученное х^я 



: ;Г,-х^) ^ С'Гл; 



I 



яыра/Кеи:е гь пра^-.ую часть формулы Г5^. найлемъ: 

2*—: 



2> . 2> — 2 



я . « — I . Я — 2 V . я 4- 2*' -|- I ах* 1^ ^ "—2 ^ ^1 



Прол'Ьлывая еше Г^ -2) раза подобное преобразованте и зам-Ьчая, что 
прихолимъ къ формул-Ь 

2-^—1 / 2> — 2Я — 1\ 

гд-Ь 

(5) ^ 



V (— I)" . г" . Г (Ни ,0 • Г ( 2У + я) 



Г(V) ГО/ -ЬО Г(2^ + 2«) 

ф 

Обозначимъ теперь черезъ 9« (х) ц-^лую функщю степени т-ой; тогда, 
пользуясь формулой (4) и прим-йняя загЬмъ п разъ интегрирован1е по 
частям'ь, находимъ: 

(*+1 2V — I 



У (1-Л 



(6) ./_ (1-Л-О ^ С(х).*„(л)^Л- = 

/.+ 1 2V Ц 2 Я — 1 ^ 

( 1)-Л\/, (1-:сО '* ^^,п ?„ (^0 '/А-. 

откуда, при т' п I, сл-Ьдустъ 

.+ 1 2V— I 



/«+1 2V— I 

. (1-.гО ~~С:(л)?^(л)./л-.-.о 



I 



и в'ь частности, при ^^ (-^О "- ^т (^')» 

/.+ 1 2V — I 

(7) У (I -л'О ' с (л:) с: (х) ^л- -о; 



«V , ч ,^V 



ХОТЯ формула (у) выведена въ предположен1и т < п, но она в-Ьрна и при 
т ^" л, такт» какъ для доказательства этого посл-Ьдняго случая достаточно 
переставить буквы т и и въ ({юрмул-Ь (6). 

Полагая теперь в'ь (1)ормул'Ь (6) т~--п и 
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им-^емъ 

/»+ I 2V — I 

г*+1 2V^- 2« — I 



(8) у (1-л-о ^ [с:(лот^^л-= 



. ;Н . 5я .,/ (I — Л" 



причемъ 5^ означаетъ коэффищентъ при л** въ полином-Ь С^ (х); но изъ 

формулы (8)е им-Ъсмъ: 
оо 
2 «" С.\д:) =г (I - 2 а л- + а») " = \1-а(2х-а)\ '' = 

п=0 

- I +---а(2:с-а)Н \ ^^- -^^-,--^ -а (гдг — а) -.., 

откуда видно, что 

V _ V . V 4- I ... V + и — I _« _ 2* г (у + П) 

зам-Ьчая еще, что 

/'+1 2Я Н- 2У — I 

1 ^ "^ Г(П + У+ I) 

окончательно найдемъ изъ формулы (8) 

посл'Ь легкихъ преобразованш, основанныхъ на формулахъ: 

Г(у + п)Г(у-: й + 0=2-("' + *'-'^Г(•1)Г(2V + 2«), 

г(у + „ + 1)=(« ^V)г(V^й), га)-]/я. 

Переходя отъ функц1Й С, (л) къ /„ (л) по с|эормул'Ь (9)^ и м'Ьняя 
п на / и т на Л, получимъ формулы (х) и (2). 

Докажемъ теперь, что между тремя посл-Ьдовательными функшями 
/ М существуетъ зависимость 

/ \ Г0*4-2У -|- I) уУ ^ V /• , \ Г(/+2>) уУ, . , 

(1о) -4^-(у^ ^~- /,ч I (а) - 2 (/ + V) .: . -1,'^}^ ^^ (а-) ^ 

Д'Ьйствительно, умноживъ формулу (и),, на 2у (л- а) и (15)с на Г, 
получимъ равныя л-Ьвыя части, откуда сл-Ьдуетъ, что 

сю оо 

2у(л--а)2]2Е" С1(х) --(I 2ал- + а-)21«^""'С;;(х); 
о о 

приравнивая коэффищенты при а" въ об'Ьихъ часгяхъ, находимъ формулу: 
(« !- V) Ся+1 (л-) - 2 (« ' V) л- С1 (л) + (и + 2 V — ]) С^_, (л) — о, 
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которая, пос.тЬ введен1я функц1й / (л') по формулЬ (9)^ и зам-Ьны п на /, 
обращается въ (ю). 

Отм'Ьтимъ еще сл'Ьдующую необходимую для дальн-Ьйшаго зависимость 

(^^ ^) г и + 2) Л>1 ^""^ тйг ^^'' ^^ ■" 



=^о+')п-№л/;м. 



которая, на основан1и формулы (23),, можеть быть представлена еще въ вид'Ь 

=--2.(2V-Ы)•(/+V)V(^^^№)• 

Аля вывода формулы (и) зам-Ьтимъ, что, умноживъ (хзХ на Ги(11)^ 
на 2V, получимъ л-Ьвыя части одинаковыя, откуда сл'Ьдуетъ равенство: 

ОО и-1 ,^ СО „ ^ 

(х - 2 (х.г 4- а -) \] а С„ (л)' — 2V . 2 ^ С« (л); 

о о 

приравнивая коэффишенты при ос", найдемъ 

С„'_1 (л:)' — 2 л- С11 (х)' -г Сп+1 (х)' — 2 V С,1 (л), 
а вычитая отсюда удвоенное равенство (18) , получимъ 

Сп+1 (х)' — С1-1 (х)' —2 (п- у) Сп (л); 



посл-Ьднее равенство, посл-Ь введен1я / (л:) по формул-Ь (9)^ и зам-Ьны п 
на / обращается въ (и). 

Наконецъ, по поводу ассимптотическаго выражен1я (75)с» ^'^ кото- 
ромъ оказывается 

|-> (в)|< "^^^ 

докажемъ, что и - - ш>' (В) при всЬхъ п > /7^» остается численно меньше 
н-Ькотораго конечнаго числа, именно 

(13) ^'^(^^ 



< , причехмъ 



(Ч) Л' '---:> На' М1 :- ^ |Н . ^, 

доказательство основано на прим'Ьнен1и формулы (23)^ 

Л (.V) =-- ; /«-1 (л). 

2У 4- I 
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Именно, съ одной стороны им-Ьемъ изъ (узХ 

_ Г (2^) Г(«Н-1) I ^Я + V 



]п {С05 в)' = 2 






V сов в 



I .-7. ' $1П (^+^)9 — 



зт 



» е 



со$ 



[(„+.)в--^]-,'^|-4.».,.(в) 



СЪ другой стороны на основании той же формулы: 

27+1 -'— V ^ ГМ Г(;^ + V+I) (2 5Ш 9)^+1 ^ ^ 



X 



С05 



(п4 у)в- 



•] 



^+1-1 . ^^+1, п-1(в) 
2 I п — I 



+ 



такъ какъ л-Ьвыя части двухъ посл-Ьднихъ равенствъ равны, то приравни- 
ваемъ правый и безъ труда находимъ 



(1) 



п,V(в) 

— ' 1^ V 

11 



С0$ 



[(« + 



V -<- 1) е - 



71Т 



" + 2^ /</ч\ 



-Ь V ^(7/ О • 



<^п.V(е) 



п 



п 



откуда при п > Яд получается 

«>'п,^ (в) 



п 



< -Го + ; 



а 



(V) 



5/>* в 5/л 2 ,, 



+ 1-Ь 



2V И- 1\ а 



(^+1) 



«V) 



5/// в 



ЧТО и доказываетъ формулы (13) и (14)- 

Приступая теперь къ изучен1ю разложешя по функц1ямъ 

К^ (а)-- //(^1 /"-01 I» 2,..., 
положимъ, согласно Зам. 6 къ теорем-Ь ос, 

(-5) А м = 4- • [г|!)1 " ^ (/- •) Ц$ О /; м ■ с -'■) 

И станемъ изучать функшю 

о .< о 

1 1 (■')_ 



2V — I 

2 



27-2 



(1б) 



? (^ «. л») = 



■ 11-(=' + 0-'] 



2V — I 
2 



X 



х,2 2 0ч-)^|^^^5/;(а)у;(«+о. 



Л-О 



(17) 



Полагая для краткости 



Э--10С-1-/, 



воспользуемся формулой (I о) для преобразовашя суммы, входящей въ (хб); 
именно, зам-Ьчая, что форм, (ю) им-Ьетъ м-Ьсто и при /~о, если условно 

считать /_1 (х) = о, и зам-Ьняя 

2 о>>).^|^-:;: -';;(.) 
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при х—-(1 И х = [^ ихъ выражешями по форм, (ю), находимъ: 
И на основан1и этого результата переписываемъ (г 6) въ вид'Ь 

2V — I 

С 18) V е. «. А.) - —^ |_г (г\)_| • Г(»+.) - • " Т- « ^ 

х|/;(«)л;(ю-/;(»л:1(«)1- 

Положимъ теперь 

а =: ^С?5 О, 

считая 

(19) е'г:.;е^.--е', 

гд'Ь е' опред'Ьленное положительное число, которое можно взять сколь 
угодно малымъ. При изм'^ненш ^ въ пред'Ьлахъ отъ — со^е'—а до со^г'—т. 
число '{^=а-\-^ не выходитъ изъ интервала (—созг\ -^со5 е), такъ что, полагая 

|3 -- С05 В', 

можно считать 

(20) е':5в'^1:-г'. 



Введемъ еще перем-Ьнную и уравнен1емъ 

откуда сл-Ьдуетъ 

(21) / - соз (0 + 'О — соз Й, 

(22) Л^ - - — $1п (в + и) (1и ; 

при /--О находимъ изъ формулы (г у) [^ = «, сл-Ьдов. в— 9 и и^о; по- 
добнымъ же образомъ уб-Ьдимся, что при изм15ненш { отъ — со5 е'— а до 



^ 
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С05е—а перем-Ьнная и изм']Ьняется отъ и=^т: Не' до и-^ — О+ъ', такъ 
что и при е'^0 5^1г— е' не выходить изъ пред-Ьловъ — 1с + 2е', тс — 2е': 



(23) 



7г-|-2г'^ и ^тс — 2е'. 



Возвращаясь теперь къ формул-Ь (хВ) и вводя вм-Ьсто а и ^ соотв. 
со^ и соз 9', мы можемъ при условхяхъ (19) и (2о) зам-Ьнить полиномы 

/ (го5 9), / (^со5 0') ихт. ассимиптотическими выражешями по форм. (75),» 
зам-^^чая при этомъ, что 

<:05[(п+V)е-у] Ш 1(я+У+1) в'- ';^ I -^оЛ (п ; У)0 -^] «5 1 (и+Ут I ) 9 - у]^ 

~\{ш[(п + у+1) (9 + 9') - 9 - У1г] + ^1).- [(и + V + I) (9'-9)-гв] 
- ш [(и + V) (9 + 9') -г 9 - У1с] - С05 [(я -г V) (9- 9) - 9]} 



- ип [(« + V + 7) (в + 9') - ^'^ I «« 






и вводя для краткости обозначен1я 

(24) 0.(9, 9') = ^«[(«-^-V)9'-:^] 

(25) ^. (в, 9') г. ш,.. (9') 



ГС?5 (л + V) — — 

1"пл (в), 



получаемъ сл-Ьдующее выражен1е для '^ (^, а, Л„): 

(26) ^, (/. .05 9. Л.) = 1- . '-^^ ^Т%^-^1 % ■ - - -- >- 



\ 



^05 в' — С05 О 



1 — 5ш ; я 



у-|- I I В -г- в' ) — утг 

2/1 ' ' 



. е'— 

51П 



— ^/п I Л + V -^ -- ) ( 0' — ) 5т 

2/ \ у 



. о'-ье 



' «+1 



О'+V)0-^^^т,^,(О,0•)---^...[О/+V+I)0-^^^^^ 



Обратимся къ нахожден1ю 

пред. ./, ? О, а, Л ^ ^/, 



М=1:00 



предполагая, что ^ заключено въ одномъ изъ интерваловъ (е, 2^05 е') и 
(— 2Г(?5 е', - е^), причемъ для удобства обозначеп1Й будемъ считать 

8 = С05 (0 ~ г') — со$ 
— 3^ = С05 (0 -I 2 ) — ^^^ ; 
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при такихъ предположешяхъ оба числа в. и г^ не выходить изъ пред'к/ювъ 

(27) I - Ш е < е, е, < е', 

и при изм'^кнен^и ^ въ интервалахъ 

(28) (б, 2 ^(75 е) (— 2 ^05 е',— е,) 
перем-Ьнная иг-^^' - 9 изм-Ьняется въ интервалахъ (см. 23) 

(29) (- е', _ 7г 4- 2 е') (тг - 2 г', е); 
вводя въ интегралъ 

(зо) II '^ (/, С05 в, л^ л 

новую перем-Ьнную //, им'Ья въ виду формулу (22) и 

заключаемъ, что для нахожденхя предала интеграла (30) нужно найти 
пред-Ьлы сл'Ьдующихъ четырехъ интеграловъ 

, . _ _;_ /•« шГ{е + и) .ш („ + V +^Ь. ^^^ 

' о ^"' ^ 2 5ш ^е + -- ) 

^^^^ " + 1./^ ,,•> е ' ^^'^ ^^ -Ь '') - ^'^^"б 

^•^^^ я / .. V ^ со.^ (О + к) — С05 е ""•' 



• о .''/" 



причемъ верхшй пред'клъ // не выходить изъ интерваловъ (29). 

Въ интеграл-Ь (32) полагаемъ 

и -- 2У, 
посл-Ь чего онъ обращается въ 

(^яб^ - ± Г""^ -^^^ + ^ -') Г . "" ^— "^ ^^'±-')^ ^у- 

^•^ ^ П / ЯП в ] ' 5Ш 1^ ' 

• О 

такъ какъ, при изм'Ьнен1и / въ интервалахъ (28), верхн1й пред'клъ V заключенъ 
въ интервалахъ 

(37) (-т.--;+^ч 1-:--^'. I')' ' 

то пред'клъ интеграла (36) при п— ооравенъ 

(38) _ ± . й= .'^ . р1«' (^ + ?1^1 :^ ± 2. 

причемъ + ^ получается при / > о и —^ при ^ < о. 
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Интегралъ (33) пос/тЬ введен1я перем'Ьнной 
обращается въ 

/ \ _ 1_ /''' Г ^«» (2^4^.— ^)Т 5Ш [(2» +2^4- I) Ц> — V -] ^^ . 

неравенства, ограничивающ1я верхшй пред']Ьлъ / въ интеграл1> (зо): 

е ^ / ^ го^ е' — а^ — ^05 е' — я ^ ^ ^ — е, 

влекутъ за собою (^см. посл15 (22) и (29)} неравенства для и и для «/: 

- • е' ^ 1^ ^ - в + е, 1г - е - е' ;^ е^ ^ е' 



В >«/> — — , — >г(/^вН ; 

2 22 22 2 2' 

посл'Ьдн1я неравенства устанавливаютъ два важныхъ для насъ обстоятель- 
ства: I, что разность пред-Ьловъ въ интеграл-Ь (39) по численной величин-Ь 
содержится между ^ е' и ^ :г и 2, что $%п ъи въ пред'Ьлахъ интегрирован1Я 

не меньше згп — , такъ какъ это значеше можетъ получать зт 'ш на верхней 

границ-Ь интеграла лишь при в - в' или при в — тг ~ е'. Теперь зам-^Ьтимъ, 
что функц1я 

при изм']Ьнен1и ях} въ пред'Ьлахъ одной \ окружности (и т-Ьмъ бол-Ье въ 

пред'Ьлахъ интегрировашя въ инт. (39)) "^ бол-Ье трехъ разъ м-Ьняетъ свою 
монотонность, такъ какъ производная ея равна 

X' (г(/) = X (гс/) [27 ш {гчи — Н) — со\ 'ш\ 

и, приравнивая нулю посл-Ьднюю скобку, получаемъ кубическое уравненхе 
относительно соХ щ принимая во вниман1е, что таххшит абсолютнаго зна- 
чен1я функцш X (и/) въ пред'Ьлахъ интегрировашя не превосходить 

. 1 <-='—. 

$1п е' . $1п \ е' 5/и е' 

заключаемъ, что числ. значен1е интеграла (39) или (зз) меньше 

г ч I 2 8 

^^ ^ т: * . 1-! V , 2« + 2> + I ' 

т. е. при выбранномъ е' и при безпред'Ьльномъ возрастанш п интегралъ 
(зз) им-Ьетъ пред'Ьломъ нуль. 
Интегралъ (34) равенъ 



(42) ' ' "■" ^•^■^"'^ 



■-Г 



йи 



$т ^ ^ 5ш ^ е + -" ] 5/« А 
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И при введен1и новой перем-Ьнной 

и 
V — 

2 

обращается въ сумму двухъ интеграловъ 



(43) -4г'"'[("-'^^^-^\.1 



5т (в -\- 2У) 5П1 - (я + V) V 

о $т В ап (В + V) 



^^ 



/Л I • [/ , А /ч '"^ I /* Лш' (в -|- 21') 5ш(2« + 2'Лг' , 

(44) -„ + ,^'«К" + 7®~-2- / : -гг^ - -/ --1у^-- '^"^ 

' ' 'о 5ш в . 3/» (В + г') 

Изъ нихъ (44) им-Ьетъ пред-Ьлъ равный о, такъ какъ 
пред. / - - - - ^ ^_ ^- - - . ^1 — ^- ау — 



т^ Г_ 5/я*' (0+21/) "1 т: I 

Что касается интеграла (43)» то, положивъ 



разобьемъ промежутокъ интегрирован1я на дв-Ь части: 



/ к Т1\ / А* • 



(О, » ( - » 1/ I, 

причемъ (считая для опред-Ьленности г' > о) 

Такъ какъ въ каждомъ изъ интерваловъ 

(-, (^ ^?^- ;. при /--о, I, ,..к-1 



функшя 5Ш тг^ сохраняетъ постоянный знакъ (—1)', и притомъ въ первой 
половин-Ь интервала абсолютно растетъ, а во второй абсолютно убываетъ^ 
то на основаши форму лъ III, и Ш^ главы I им-Ьемъ: 

/ ш . 5ш тг 1 , / т . .'^ш ту ,^ 

. у ,п ,т т. ^^, ^ (_ ,у / «^^!!!: ^^ ^ 

$1 ^' ' '2Л 



-( -О'! 



м 



/ аъ'- I -.- - дг'| : 

• 'д </// V .^ ^ 5111 V ) 



припоминая, что при — е < дг < - е 

о 



I. ЗН. / — . ЛХ < - , 
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находимъ, что 



М+1)'' 



/;: 



т ни ту 



ЯП V 



(1у <С 2 Т. ^ 



т 



И отсюда 



к т. 



(45) 



/т зт^ тг> , ^ , ^— •/" 

-^ аг/ < 2 тг А" < 2 п 1/т. 
- $т г/ — ' 



Дал-Ье, такъ какъ верхн1й пред-Ьлъ г/ < — , то им'Ьемъ 



(45) 



./ 



"' лш' тг 



кк 5Ш V 

т 



(1у 






тг' 



V зт V 



т 



< 



т 71 тг 
А-7Г 2 2 



что вм'Ьст'Ь съ (45) даетъ 

принимая во вниман1е, что функщя (40) 






-^ 1 



.) 



<27:ут 11+-/ , л| ' 

( 8(]/т-1)| 



(47) 






не бол-Ье трехъ разъ м-Ьняетъ монотонность въ пред'Ьлахъ интегрирован1я 
и по абсолютной величин'^ остается меньше 



ЯП * • *' е' 



находимъ, что интегралъ (43) численно меньше 



»+ » $пЛ •'' е' 



/^ ЯП* т1' 1 
ау, 
ЯП I' 



гд-Ь о ^ г^, < г'з ^ V, или, въ силу (46), меньше 



(4Ю 



32- |/я^-V 



(я -!- I) ЯП 



I V 



8(]/„ ь^-О 



^ » 



такъ что при П--00 пред-Ьль интеграла (43) равенъ нулю. 

Остается еще разсмотр-Ьть интегралъ (35)> который равенъ 



(49) 



I I ЯП ' (Н -|-«) I 2 



<»« (« + «)- <", («) 



/< 



^м; 



такъ какъ верхн1й пред'Ьл ъ и не меньше г' по численной величин-^, то, считая 



А. Лдамовт.. 
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ДЛЯ опред-Ьленности и > о, можемъ при достаточно большомъ п разбить про- 
межутокъ интегрировашя (о, м) на дв-Ь части: (о, ~Т") и ( ~7 , и\. 
Въ первомъ интервал-Ь функц1я 



и 

2 



ЯЯ^ (в + и)_ I 

весьма мало отличается отъ т ^ ^ ■, ^ и можетъ быть представлена въ вид1> 

(5 о) — -а ' 

гд-Ь -»]„ обращается въ о при лг=оо; функц1я же 

.1 . >_(^") -_^(^) := ± ,■ (е + о„) 

я и я "^ -^ 

остается въ силу (13) и (14) численно иеньше 

гд-Ь С„ == о при ;/ = оо, и такимъ образомъ та часть интеграла (49)> ^Л'Ь 
пред-Ьлы о и ~ , численно меньше 

\п 

гд'к б, им'Ьетъ пред'Ьломъ о при п — со . 

остается меньше 



Во второмъ интервал-Ь \'7~у ^Л функшя (47) 



2 

1 



$1П е' 



далНЬе, функшя . }^ удовлетворяетъ неравенству: 

2 

(53) -Ч<~^-'Т <»/■"'> -»^)' 

2 ЛИ- ^»«- 

2 1 п 

И, наконецъ, , . 

(54) !-.(» + «) -"'.(в)|<;.„'^-^^> 

такъ что та часть интеграла (49)1 ^Д'^ пред-Ьлы "Т= и //, численно меньше 



_1_31. 

Принимая во вниман1е (52) и (55)> заключаемъ, что пред-Ълъ интеграла 
(зз) равенъ нулю при п~ с», и окончательно выходитъ: 

($6) пред. 1'1 9 (', «, К) Л - ± 1 , 

причемъ + ^ получается при 

(5?) г ^{ -^ С05 г ^ а 

и — 5 при 

(58) — е^ ^ / ^ — ^(?5 е' — а , 

число же ос определяется неравенствами 

(59) ~ ^^-^ 2^ « ^ ^05 е'. 

Такимъ образомъ мы нашли, что въ настоящемъ прим-Ьр-Ь 



С^С,= 



Г 



Дал-Ье, справляясь съ (26), находимъ для значен1й I, заключенныхъ 
въ интервалахъ (57) и (58), сл-Ьд. результатъ: 



(59') |?а «, /01<Ф= -- 



тг е(, 51п ^ е' 



о 4- -?-?_-;- 4 1^ __ 

Л 51;* е' п' 5/;г е' 



" » 



причемъ е^, равно наименьшему изъ чиселъ е и е,, [1.=-^1 при о<^у<:^ I и 

|Х=: V при У^ I. 

Изъ той же формулы (26) сл-Ьдуетъ, что при 

(б0) — ^1 ^ / ^ е 

оказывается: 

8 а ^ ^ 4 0^ ' 



(б1) |<^(,, а, ДЛ<М=— ' 



1Г 51Л '■*" е' 



о 4---- и -*^ 

П 51П 5 «* лп* е' 



Для установлен1я числа I. зам-Ьтимъ, что при услов1и (6о) оказывается 

(б2) е' ^ '^ ^ - е', 

и намъ предстоитъ установить высш1е пред']клы числовыхъ значешй инте- 
граловъ (з^)— (35) ^'ь предположеши (62) относительно верхняго ихъ 
пред-Ьла; назовемъ черезъ Х^, 1,2> -^з» -^4 эти высшхе пред'Ьлы. 
Прежде всего, отм-Ьтимъ, что при услов1и (62) функц1я 



• ^ еж 
5т в 



достигаетъ шахштт а 



(б4) ' ^^^ при "" -8"^е^- + е' 

$т^ О со5^ ^' 2 2 

ИЛИ не превосходитъ 

(2 ^05 г у < 2*' 



1Я2 



(при 9 = 8' И и = е' или = тг — е' и ;^ = — е') для остальныхъ значешй 0, 
подчиненныхъ условхю (19); функшя же 

(65) 



не превосходить 

(66) _.'__<.,_' 

2 51П 

2 

Принявъ ЭТО во вниман1е, легко находимъ, что для интеграла (32) 
оказывается 

(б7) Ц - 2V+2, 

такъ какъ 

. — ах < 1г - 

о 

и что ДЛЯ (зз) выходитъ 

(68) и^^.',- 

Число 1*3 лля интеграла (34) составляется изъ Ъ^ и Ь^ , высшихъ 
пред-Ьловъ числ. значенхй интеграловъ (43) и (44)- 

(69) /-.-. ^ и - Ц ; 

для ^з I принимая во вниман1е, что функщя (47) не бол-Ье трехъ разъ 
м'Ьняетъ монотонность и численно меньше 

(7о) ., < ^-. > 



ЯП ' 

находимъ : 



е' " 51п е' 



(70 4 = 



• _ 2^"Г'- I 

. — > 



$1п г' « -г I 



а для Ь^' повторяя съ небольшими изм'Ьнен1ями разсужден1я, приведш1я къ 
форм. (48), получаемъ 

(72) Ь. -^- — :' • „„ 7' 1^ » I • 7^ - и 

^^ ^ ' » + ' '"' [^ 4 -' 2. ^^^ ^' 

такъ какъ правая часть ({эормулы (45) ^'ь виду г/ :§ '- зам-Ьнится числомъ 

Ш 5 з' I » ^ I г ,' . I . Ш 

Наконецъ, число Ь^ опред'Ьлимъ, принявъ во внимаше формулу (52) 
и изм-Ьнивъ н-Ьсколько (55)> именно найдемъ: 

(73) /'4= ■■ (I '-'■,) -Ь г, I- — ' 



13 3__ 

и окончательно выходить, что при услов1и (6о) должно быть (см. ф. (гб)) 

(74) ч. зн.^•;^(^аД^<^ = I,-^4Ч- ~^]!(Гз4-1зОЧ- = ^,(1-^„"|^ 

такъ что при достаточно маломъ е' и достаточно большихъ п число ^ 
весьма близко къ 

Строго говоря, найденный нами въ формулахъ (59)> (61) и (74) зна- 
чен1я для Ф, М, ^ сл-Ьдовало бы умножить еще на 

I -гТп 

(гд-Ь 7^ стремится къ нулю при возрасташи п), такъ какъ множитель (31) 
въ выражеши (26) лишь въ пред'кл'Ь обращается въ I, но отъ присоеди- 
нен1я этого множителя числа Ф, АГ, Ь не перестаютъ быть конечными. 

Отм-Ьтимъ теперь, что при оиред-кленхи чиселъ С, (т, и Ф мы пред- 
полагали ^ заключеннымъ не въ интервалахъ 

(75) (е, 1-«) ( I -«, -е^, 

какъ полагается въ общей теор1и, но въ бол-Ье гксныхъ пред-клахъ (57) и 
($8); причиною служитъ то, что при { = 1^ х — а оказывается ^ = г*: I, 

0' = о или тг, и ассимитотическ1я выражешя для / (^со^ 0) не могутъ уже 

им-Ьть м-Ьста. При ^^ — ±1 изъ формулы (18) находимъ 

2 ^-2 

(76) '^(- I - а, а, /О^"" 7 



1М 
Г (2-0 



Г(п + 2V+I) 
Г(п+1)" 



Х( о'' ^ 1 ^^) ^ -/м-1 ^'^ ^ 



1*1 I — а 



(1-?0 




причемъ {X — о при верхнихъ знакахъ и \1 -- п + I при нижнихъ въ силу 
форму лъ (х)^. Множитель. 

Г1«±1:±.0 . С(').Т-.'.±>^ въ ф. (7б), 

г (П ^- I) I — 1 

при услов1и (59) -^-ля а, растетъ безпред-^льно вм-Ьст-Ь съ п, такъ какъ /^ (ос) 

I Г (П + 2/ -|- I ) 2V 

порядка > а г-/ _г ч порядка п ; множитель же 

«1 V I ' 



1(1 -Р^)^ ],.»=: I 



равенъ нулю при V > .) , равенъ I при V — } и равенъ :о при V <^ ^ . 
Такимъ образомъ функшя '^ (/, а, Л ^ при 

обращается въ безконечность или д'1>лается неопред'Ьленною при безпре- 
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д-Ьльномъ возрастан1и п, но это обстоятельство, согласно зам'Ьчан1ю I къ тео- 
рем-Ь С, не нарушаетъ приложимости общихъ теоремъ, если только интегралы 



(77) 



(78) 



,-:±1 1 — а 



/^ , ? (^ «. К) ^^^ 

'' :!^ со$ е' — а 



./; 



II: I — а 



^ 10$ е' — 1 



/ (« + О ? (^ ^, К) ^^ 



приближаются къ нулю вм-Ьст-Ь съ е'. 

Займемся поэтому интеграломъ (77) и будемъ изучать сперва 



(79) 

изъ формулы (16) находимъ: 



ГЧ 1 

* О 



(••-> (/. а, /О Н1; 



(8о) / '^ (/. ., А^ л = '- -^ . 1^^;}^' г (2У 4- I) / (I - Г) 



2^ — I 
2. 



^,^4 



ь:2 2 0•+V) 

>=1 
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2>- I 



(1-?0 ' УД?)'^? • 



^'^ 



но изъ (з), введешемь вм-Ьсто С (а) функц1и У (л*) по формул-Ь (9)с, сл-Ьдуетъ 

2У — I ^ 2V-(-I 



(80 (г-.') ^ /п(-)^--,;' ,;, 



Ч+1 

(1-х2) ^ ; (д) 



п-1 



которая даетъ 



^^ 1 2^—1 2 '^ -Ь I 



на основаши формулы (82) переписываемъ (8о) въ вид-Ь 



(8 




? (/, «, А,) с11 = 



2 [ Г (V) 



(2^). 



Г(2У+1)/ (1-?^) " ^Э + 



2 V : 1 
2 ~ 



На основанш формулы (12) сумма 

(84) 2^(/-^V)V(^+-^?/;(>)/;;Ч^) 

преобразуется въ 

(^^5) 2 2^+ I • Л-1 («) Г-П7ТТ)— ^1 (") - ГТ?-~1) ^>-2 ^'')) 

причемъ условно считается ./ (а)=:о; соединяя въ су мм-Ь (85) подобные 
члены вида 

/;;/ («) г («) 
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и зам'йчая, что 



Г 0- +2у4-2) _ Г (У + 2--+1) _ , . Г и + 2^+1) 

Г 6Ч-1) Г О) ' -^^^ " •>' 



Г а+1) 



преобразуем!) сумму (85) въ 

Ъ г(7+.) ^'-1 (^)^' ("> 



(86) 



V ^1 



1_ к _ 



'^"+^^+^^/:^ч«)./лч«). 



Г(«+1) 

Зам-^Ьчая теперь, что при я — со посл-Ьдшй членъ выражен!я (86), бу- 



дучи порядка > обращается въ нуль, и что 



2^--1 



(87) 



2 2V-2 



я 



Г(.) 

Г(2У) 



\ г. (2V-;-I)./" (I -::)') =»\^?=п', 

О 



находимъ изъ (83) такой результатъ 



(88) 
гд-Ь 

(89) Ф («) 



•1-а 



пред. . о 

« = СО 



• ^ о Г (^ «. Л-п) л -= 1 -г Ф (ос), 



2 7-2 



7Г 



Г (у) 1' 

Г (2 V) I 



-Г(2уЫ). I (I а^) 




2V — I 



2V 



5. 2" ОО 






Докажемъ, что Ф (а) :о тождественно при — I < а < I. Прежде всего 
обратимъ вниман1е на то, что при а отличномъ отъ :^ I общ1Й членъ ряда, 
входящаго въ (89).* 



и 



_ Г и -\- 2У I- I) 7^+1 






будетъ одного порядка съ -.^, и потому этотъ рядъ оказывается равно- 

м'Ьрно сходящимися при 

(9о) - I < ^ < -: I ; 

отсюда сл-Ьдуетъ, что сумма этого ряда есть непрерывная функшя отъ ос 
при услов1и (9о)« 

Дал-Ье повторяя разсужден1я, приведш1я къ формул-Ь (83), получим ь 
на ряду съ (88) формулу 

(90 
ГД-Ь 



•1-а 



пред. )^ ' ср (/, ОС,, А^ И Г-. 1 + ^\ (ос, ос,), 



я=оо 



(92) •;/ (а, а,) 



2 7—2 



Г(>) 

г (2-0 



24 — I 



- Г(2У 1-1) / (1-я^) 2 с^се + 

'' О 






И 

2V-|-I оо 

(93) о.(а, аОг.(1-аО""^ 22(/ 1-) ^{•^+7)Ч-1 « У; («г)- 
Устанавливая значеше числа С, мы нашли, что 

(93)' пред. /о ? (/, с^^, К) ^^ = -1 

п=оо 
при 

откуда сл'Ьдуетъ, что въ формул-Ь (91) при 

I — г ^ а ^ а^-{- I — со^ г' 
или проще (всл'Ьдств1е произвольной малости чиселъ е и е') при 

(94) I > -зс > а, 
должно быть 

(95) '^ (^' О=^о> 
т. е. 

2 V — I 

(96) ш (я, а,)^Г (2V-^-2)/ (I- а-) * ^а 

О 

при всЬхъ значен 1яхъ а^ < а <[ I ; но при «4 : а л'Ьвая часть равенства 
(96) обращается въ 

С97) (I - ^0 ■ ^ 2 '-^Й^ '^ ^-"^' (*> ^'^' ^*> 

I СМ. (89) I , и такъ какъ выше доказано, что выражен1е (97) представляетъ 
непрерывную функшю отъ а при |а| <[ I, то равенство (96) должно быть 
справедливымъ и при а^ - а < I, откуда сл-Ьдуетъ 

(98) Ф (ос) =- о, 
и изъ (88) .^ ^ 

(99) пред. .(^ 9 (^ «) 'О Л=1 », 

« = оо 

что въ связи съ (93) даетъ для значешя интеграла (77) сл-Ьдующхй результатъ: 
(юо) пред. .1 ,,,,,_, 9 (л ^1 Л„) ^/- о. 



Совершенно подобнымъ образомъ установимъ, аналогично (88), формулу 



,.-1-ас 



(ю!) пред. .1^^ '^ (/, а, Л^ ^/ .- _ 1 .}- ф (а), 



п= со 

и отсюда выведемъ результатъ 

Л-1 



(102) пред. .',^, ,г_, 9 (^ «, К) ^^ -о. 



«=г со 



Въ виду результатовъ (юо) и (102) достаточно для безконечной ма- 
лости интеграла (78) потребовать, чтобы / (л-) им-Ьла въ области точекъ 
X — =^ I лишь конечное число тах1та 'и т1шта и оставалась конечной. 

Им-Ья въ виду, что во всЬхъ предыдущихъ разсужден1яхъ предпола- 
галось (59), т. е. 

- I <«<+ I, 

можемъ окончательно установить сл-Ьдующую теорему: 
Теорема 6. Безконечный рядъ 



2 ^. /; (-1 

I въ которомъ 

+ 1 



2'^ — I 



^ 22^-1 \Т(0\' ,. , . Г(^-[-20 Г^ ^ 24 2 7'/Лг/Ч ^ 

при / = о, 1 , 2, . . , им'Ьетъ суммою 

. |у(,_о)-/(.^о)] 

въ точкахъ X 1. между I и + I, если функшя /(л:) способна къ ин- 
тегрировашю въ интервал-Ь (— I, + г) и если она въ области точки л*~а, 
какъ сл-Ьва, такъ и справа, выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 2 — 6 
теоремы Ъ ; сверхъ того, въ области точекъ :>: = 1+: I функщя / (х) должна 
оставаться конечной и допускать лишь конечное число тахта и тЫша. 
Функшя ^\x) можетъ обращаться въ безконечность въ групп-Ь точекъ 
конечнаго порядка внутри интервала (— I, + I) при услов1и, чтобы рас- 
пространенные на область каждой безконечности интегралы 

Г|/(л-)Нл- 

были безконечно малыми вм'Ьст'Ь съ величиною области. 

Дополнимъ теорему 5 изсл'Ьдован1емъ суммы ряда при а .— ^ г, Изъ 
(16) при а ~ I им-Ьемъ 



2 



2V — I 



(юз) 'КЛ I. л.) --^^г-- р(^ [1 -(!-'>■] X 



г (V) 



х.:^=(' = '>-гШ /.'(■+')• 



Полагая [^^ = I + / и пользуясь формулой (?^2), находи мъ при / > о 



2 V — I 2 V — I 

,.+ 1 



(104) / [1-('-Ь0=] ' 1]{1+1)й1=1 (I 30 ' 1]0)Л^ О, 



2 

И при / — о 



2^ — I 2'* — I 

.0 ,- + 1 



(105) / [1 -0-:01 ' Л:./ (1-:^о ^ ЛУ^'%^^^ 
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посл-Ь чего формула (юз) даетъ при всякомъ п 

(юб) /° ? (/, I, К) ^( = +1- 

Разсмотримъ теперь пред'Ьлъ при « = оо интеграла 

(107) .С'^/^ 0. I. ^О Л^ 

при условш 

(108) 



- 2 + г 55 / 



- е : 



■ т, — е 



/ '^(Г(75 в' - I, I, /О Л« в' ^0'. 

•^ О' ^- е' ' 



полагая [:! = I + ^ ~ ^05 в' и I — е - ^о^ е', преобразуемъ (юу) въ 

(109) 

На основанш формулы (12) находимъ, что 

внося этотъ результатъ въ (103) и зам-Ьняя / (^о^О) ассимптотическими 
выражен1ями по (75)с> находимъ сл-Ьдующее выражен1е для интеграла (109)* 

(но) — -гУ» гу- — ТЧ- ^'« <^05 (« :-У+1)в ^ тс + 

п \ ' Г (« + ^' + 1).Уо' I 1Л "^ 2 ^ ' 

П I ) 

Зам-Ьчая теперь, что 

г(п^-2V + 2) 



пред. 



гтпРл Г(^^ + 2У+ 1) __ ^ 
пред. — ;; — I, 



п := оо п V {п -\- ^ -\- 2) «-=00 И Г (?г + V 4" О 



что при V <; I 



- с' 



и что 






Г 



• 71—5' ш (в') 



< 



п $1П^ г 



получаемъ для пред'Ьла интеграла (109) или (юу) такой результатъ: 
(I II) пред. /' "'^ ' '-^ ^'-^ '' ^^^'^ 



? (/, I, /'„) (И ^ — • гГ/-,ч • пред. (Я .4 I 



« = ОО 



51П 6 



// = 00 -2 + е 

откуда сл-Ьдуетъ, что при V <; I и выбранномъ е' оказывается 

(112) "р«^- 11+Г 



У-1М 



?(', I- О ^(^ О- 



^39 

Сопоставлеше результатовъ {юб) и (112) даетъ 
(из) пред. {~^'^^? О, I, К) ^^+ пред. .1^ ? (/, I, Л,) (^/=: I ; 

но, полагая для краткости (см. 103 и 109) 

2 V— 1 

(114) ?п (.^)- - V- • |г (27) Л^-?) ' 2V+I • г (п+гГ^п ^'^^^ 

находимъ, что 

("5) г''"^'? а I, К) л = .г'''Ч->, (?) -ь -ь._, СО] ^? - 

2 -1 

=( ■0".О^'.с^)-^>(?)]'^?, 

такъ какъ функшя ';'„(?) одной четности съ п; изъ (115) заключаемъ 

(пб) пред. )""^ ' 9 (^ I, Л„) ^^=0, 

такъ какъ 

пред. .|;_^.^. (?) а '? --- пред. .|;_^ ^,. , (?) ^ '? . 

М = ОС « =: со 

На основанш (пб), съ одной стороны изъ (113) сл-Ьдуетъ 
(ну) пред. .!]'?(/, I, 1(,)с1^=^1, 

съ другой стороны (112) переписывается въ вид-Ь 

./ ^ - Е 

(пВ) пред. ,1 '^ (/, I, /О^^- о. 



« тоо ^ 



Зам'Ьчая теперь, что сумма ряда теоремы 5 при ос - I равна 

.11 

(119) 5, : - пред. (^ / (.г) 'V (л- - I, I , к^ с1х г= 



. ! 1 

.1 

= пред. г /( I + о ? (/, I . /о л , 



-о 
-^2 



находимъ на основан1и теоремъ А и В (при V <[ ]) 

5, = пред. ^■^\/(IЧ-0'^(^ I» 'О ^^=/(1 о), 

если /(л') въ области сл-Ьва отъ л— I выполняетъ одно изъ услов1й 2 — 6 
теоремы В. 

Совершенно аналогично формуламъ (юб), (ну) и (118) найдемъ 

(120) |^,^(;_Г Д^^^^I 

(121) пред./" '^(^ I, /О ^/ - I 



;/ -ТОО ^ 



(122) пред. Г/^^ '^ (/, I, Л^Лг -О, 



1*^-.оо 



и отсюда заключимъ, что сумма изучаемаго ряда для а = — I равна (при V <[ х) 
/ (— I + о). Такимъ образомъ получается 
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Доподиеша жъ теорем! 6. Безконечный рядъ теоремы 6 им'Ьетъ суммою 

при а - I ЧИСЛО 

/(- 1-0) 

И при 1 - ' \ число 

У(1-о). 

если значекъ V функшй / (а) меньше I и если / (х) сл-^ва отъ — I и 
справа отъ I выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 2-6 теоремы В, 
% 2. Разсмотримъ полиномы 

определяемые условхемъ: 

(О ^.-5 а-"- Г), • 

если 

(2) д^-К^^г'); 

при « — о, I, 2, . . . находи.мъ 

У^ {х) I, г, (х) - :с, ^2 (л:)-- 2д:-- I и т. д. 

Для посл-Ьдовательнаго составлешя функщй У^ {х) служитъ формула 
приведен1я 

(3) ^.., (л-) = 2л- Г. (а)-^^, (л). 

выводимая изъ тождества 

изъ (з) легко вид-Ьть, что полиномъ У^ {х) одной четности съ п. . 
При д: = -II I изъ (2) получаемъ ^ - ■ 1+: I, посл-Ь чего (г) даетъ 

(3') Уп{'- 0--=-!. V. (■ о -(-!)"• 

Для вывода дифференщальныхъ свойствъ полиномовъ У^ (л) удобно 

положить ;^ = ^^ ; ТОГДа X -"- С05 '^ И 

(4) ^п (л) ^ к {^05 9) = С05 ЯСр. 

Изъ (4) им'Ьемъ 
посл-Ь чего тождество 

ии (п \- I) Ф — 5ш (м — х) Ф 

даетъ при я > I 

(6) „I. ^;.,(л) „1. ^".- (д) = 2 ^.(^о- 

Изъ другого тождества 

П \С0$ (п Х) '^ - С05 (п* О 91— 2П .""^ . ПП^ ^ 

к1м1>емъ 

(7) « [^'.- (-V) - ^,., (а)1- 2 (I - Л-О г, (л) 

и посл'Ь дифференцирован1я 

(8) 2 (1 Л-) Г\ (л) -4Л- ^'■« (л)-« [/",., (.V)- ^.., М1- 
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Но изъ (з) и (6) находимъ 

(9) ^'... С^) + ^^п-^ М - 2 г. (х) + 2л- г; (л-) 

(Ю) (« - I) Г,„ (Х) - (я + I) Г._, (.г) ^- 2 («= - О Г. (х) 

и посл-Ь сложен1я 

(") « [^'.., М - ^'.- М] ■= 2х Г, (х) - 2п^ V, (л); 

ВНОСЯ (и) въ (8) и сокращая на 2, находимъ: 

(12) (I - .хО У\ (л) - .V У\ {х) - «^ У^ (Л-) = о; 

это дифференщальное уравнеше совпадаеть съ дифференшальнымъ урав- 

нен1емъ для полиномовъ ]^ (х) при V:=:о (см. (2зХ}, всл-Ьдствхе чего мы 

и отнесли разложен1я по У^ (л-) къ настоящей глав-Ь. 

Интегральная теорема для полиномовъ У^ (л") получается изъ тождества 

/ ^п М ^т С^О ^-^ -- / ^^^ ^'^ ^^-^ ^''"^ ^'"^' 

которое даетъ 

[ о при п не =^ т 

(13) Л' ^-^^ УЛ^) УЛ^)л^-- 



при п — т'^ о 



2 

тт при п г- т ^ о. 
На основанш результата (13), разсматривая разложеше по полиномамъ 

^^ (^)'= ^/ (^)» / о, I, 2,..., 
положимъ 

(14) 1о 0^0 ^^ !- • - "-- ' ^^ (л) ^ -!- • .-^ - ^, (л-), у--- 1, 2, . . 

'• Х^г-х^ '' У 1-Х' ■ 

и составимъ функщю 

(15) 'г а. ', л.) - Т • 7-- --■"-- • I ^ + ^ ^' (') ^^ (" '■ ')!• 
Полагая |!) -- а -р /, зам-Ьчаемъ, что въ силу (з) оказывается 

(?-- Ю ^ У^ («) ^> («=^ ^ [У^ («) [^,.. (?)- ^'>-, (?)] - 

-у-т [^..1 («) - - ^,-, %)]} = ] [Уп («) ^.., (?)- 

- Уо («) ^^, (Ю - Уп.. («) ^'^ (Р) + у. («) ^0 (Ю]. 

откуда сл-Ьдуетъ 

(16) V г, («) У. (?) = - 1 + -^ ^- (^) ^-' ^^^ (•^^^- ('> , 

у V 1 -^ ^ 2 2 ^^ Я 

посл-Ь чего (15) переписывается въ вид-Ь 

(17) 'г (/." «, л,) ^ .-.'-.-_. . '- 1^-'-0^,Ь/- ^.^) ^-. (^) . 

Полагая а = го5 (^, при услов1и 

(18) е'^е1-::7:-е', 



и [^ = са В', сд-кнаемъ 

(19) е' = в-//, 

такъ что оказывается 

(20) / = со^ (в 4- и) — С05 е. 

При изм-Ьненш / въ пред'Ьлахъ 

(21) 5 ^Г ^ ^ ^05 е — а или 

(21) "- ®1 ^ ^ ^ ^ со^ ^ — ^. 

причемъ положено 

{е -- С05 (в — г) — со^ в 
— е^~ ^о^- (О — г) — ^о^ в, 

перем-Ьнная и изм'Ъняется въ пред'Ьлахъ 

(23) ^ -е'^и^-в + е' 
или 

(23') е ^ и ^ 7Г - е - е', 

такъ что при услов1и (18) и не выходитъ изъ пред-Ьловъ 

(24) — 7г + 2е'^м^7г — 2е'. 

Вводя въ (17) со^О и С05 0' вм-Ьсто ОС и [*<, получимъ въ силу (4) 

(25) ? (/, <:о5 е, А л — .-^, . 5^ ^-г, ^ ' ^ 1 

и отсюда, предполагая верхн1й пред-^Ьлъ / ограниченнымъ условхями (21) 
или (21)', им-Ьемъ 

/•/ /.и 5ш(2п-(-1) — 

/ ? О, со, е, л.) л - ^ / - -— -'- с1и - 

• О '^^ о 2 5т 

- / -— / -т - Аи - I : (1у — 



(2б) 



/ - . а«/ . 



Отсюда при услов1и (21) относительно ? находимъ 

(27) пред. .(^^ ср (/, г(75 е, /о л = + } 

И при условш (21)' 

(28) пред. }\ 9 (/, ш е, А^ Л = - I, 

такъ что С ~ С^ -\. 



< 



^45 _ 

Безъ труда опред'Ьляемъ числа Ф, М, Ь общей теорш; именно, при 
услов1Яхъ (21) или (21)' относительно ^ и при (18) относительно а, находимъ 



(29) |9а«. ЛЛ<Ф = ^^- 



е' Зо 



гд-Ь 8о наименьшее изъ чиселъ е и е,, который не меньше I — со^ е въ силу 
(22) ; при условш 

им'Ьемъ 

(зО И?('. «,Ля)1<М: ' 



7Г Л Л е' 



И 



8 

~ 1 » 



(32) ч. зн. / 9 (/, а, /г) Л < 1 1^ I Н 

• О 

такъ какъ въ интеграл-Ь 

7Г./0 $111 «/ 

функшя -: — не бол-^е одного раза м-Ьняетъ монотонность и остается не меньше 

» •* С«»1 вИ • 



$1п ги 



51П \^ $1П е' 

Такт» какъ въ нашемъ прим-Ьр-Ь предполагается а = — I, ^ = +1, то 
число ?, при установлеши значен1й С и Ф, надо брать не въ пред-Ьлахъ 
(21) и (21)', а въ бол-Ье широкихъ 

(33) С^; 1-«) и ( е^,- 1-а); 

но мы не сд'Ьлали этого потому, что при 1^^:^ г -- а оказывается р = ±: х , 
и функшя 9 {I, а, А^ (17) обращается въ безконечность. 

Согласно Зам'Ьчан1ю I къ Теорем-Ь С мы должны разсмотр'Ьть интегралы 

(34) / ~ , '^ (^ ^' ^п) ^^ 

'' ^^ со$ е — а 

(35) /^'~' /(« + 0?(^ «. ^'^^^ 
Разсмотримъ сперва интегралъ 

(36) .С'%(^ «. *-)'^'' 

который въ силу (15) равенъ 

но изъ уравнен1я (12) находимъ: 

(38) ^ { 1/7 -"? Г„ (л) } . - --^' _- Г„ (л), 
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откуда сл-Ьдуетъ 

(39) /' ^^'^^?-р.1/1^^.^'(Ю; 

на основаши (39) можно (37) переписать въ вид-Ь 

(4о) } /•' . % + ^ /Г- «'^ 2 7г У, («) ^> («), 

ИЛИ, при а---1^^хв^ въ силу (4) и (5) иначе: 

ач II • г 01 I I "^ -^'" ^3 ^ . 

О 7 ~ 7 ^^^ ^^" ^^^ ^-1 + г 2 ~/ ' 

но изв-Ьстно, что при о < в < г им-Ьетъ м-Ьсто разложен1е 

со . «Г! 

1^ Й — V ^*" ^ "^ ^ 

такъ что изъ (41) непосредственно заключаемъ 

(42) пред. \\ '^ {1, а, 7/^ Л =>; 

/ЛГ-: ОО 

сорершенно такъ же найдемъ 

(4з) пред. }^ ? (^ а, ^ ^^ ^- - 1 . 

Равенства (42), (43) въ связи съ результатами (27) и (28) показы- 
ваютъ, что пред-Ьлъ интеграла (34) при « = 00 равенъ нулю; что касается 
(35)> то его пред-Ьлъ будетъ также о при п = со, если /(л:) въ области точекъ 
л: = г^ I остается конечной и им'Ьетъ конечное число тах1та и т1п1та. 

Остается теперь разобрать случай крайнихъ значен1й а^п."-. т. 

При а ^- + I формула (15) даетъ 

(44) •и'...'о=^.^-;.7,Лт+|,''д>+')} 

откуда сл-Ьдуетъ 






= I , 



(45) ./;-.(.,., 'О ." ^^ ;- ./• ^__^. 

такъ какъ по (39) 

,•+1 ^0- (''*) 

Дал'Ье, формула (6) даетт. 

2 1 ^; (,^) - -1 Г ^;4., (?) ч- } с со -1- 2 г, со - ^^■, (?) .- 

откуда находимъ 

•_.2 Ьг '• •_! ^е V I—?- ^■-"■' 
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Но, полагая I —е~созг и вводя со5 в' = ^, им-кемъ 

I - Р е - - - 

И такъ какъ пред'Ьлъ посл-Ьдняго интеграла при м =: о равенъ нулю, то 

находимъ 

, . пред. /' - " ^ 9 (/, I, А„) ^/ - о . 

Въ связи съ (45) заключаемъ, что 

/•-2 Не ..О 

(49) пред. I '^ (^ I, /О Л + пред. .) ^ 9 (/, т, А ^ Л == I , 



но такъ какъ Г^' (|В) одной четности съ съ п — I, то 

X^ Ь А„)^^=пред.^ /"" 

Яг^СО — 2 «=::00 * 1 



(5о) пред. /'"' ^'К^ '.'ОЛ=пред.^^-'-^Ч I _^..__^_(^)^^^^.■(^Л^ 



^3 



пред. Ц:^у I ;^ г;,, О) - I У\ (^) 1 -И= - о 



посл-Ь чего (49) даетъ 

и (48) можетъ быть переписана въ вид-Ь 

Теперь, разсуждая, какъ въ § I настоящей главы, ии.тд^.мь для суммы 
изучаемаго ряда при ^ - ± I соотвНЬтственно выражешя 

(53) / (+ I - о). / (- I + о). 

Такимъ образомъ можемъ установить теорему: 
Теорема 7. Безконечный рядъ 

■1 ао V, («)+>: а^ 1Г (ос), 
ВЪ которомъ 

•' ^^ I — л' 



- 1 



при у = о, I, 2, . . . , им'Ьетъ суммой 

1 С/"(«-о)+/(« + о)] 

въ точк'Ь л*-- я, взятой между - I и г I, если/(л') способна къ интегриро- 
ван1ю въ интервал'^ (— I, + I) и если въ области точки л:=^а, какъ сл-Ьва, 
такъ и справа, / (.г) выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 2 — 6 те- 
оремы В ; кром'Ь того, / (х) въ области точекъ х -^ ^ I должна оставаться 

А. Ллдмовг. Ю 
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конечной и допускать лишь конечное число тах1та и т1пш1а. Функшя 
{ (х) можетъ обращаться въ безконечность въ групп-Ь точекъ опред'Ьлен- 
наго порядка V, лежащихъ внутри интервала (—1,-1-1)1 но при услов1и, 
чтобы распространенныя на область каждой безконечности интегралы 

МОГЛИ быть сд'Ьланы сколь угодно малыми при достаточно малой области 
интегрировашя. 

При а — 1+: I рядъ им-Ьетъ суммой соотв-Ьтственно / (-К х -~ о) и 
/(— х+о), если /(х) въ области сл^ва отъ х = -\-1 и справа отъ д: = х 
выполняетъ условхя одного изъ случаевъ 2—6 теоремы В. 



1 



Глава VI. 



Разло;кеше по полинолкалкъ 



СГпН = е^"^;^[е-'^^]. 



Полиномы и^ (л-), опред'Ьляемые предыдущимъ равенствомъ при д > о, 
им-Ьготъ сл'Ьдующ1я значешя для п = о, I, 2: 

для ббльшихъ значен1й п они составляются по формул-Ь приведешя 
(О ^п^^ (^) + ^^ • ^^п (л-) + ^п . 17.., (х) = о, 



выводимой изъ тождества 



^л- 



.«+1 



е 2 "-^ 



--— дх 



их' 



-1 дг' 






»-1 , -, 



Изъ (х) легко заключить, что полиномъ (7„ (х) одной четности съ 
п и что коэффищентъ при х" равенъ въ немъ 

(2) (- аУ. 

Дифференшальная зависимость 
(3) V; (х) =.: Ц.,. (х) -Ь ИХ {7. (х) 



выводится изъ тождества: 









I 



I 



= е 



1+1 



.+1- [? (^)] : ах -т^^ Ь {х)] 



<1х 



ах 



1 



-2 * 



при «(лг) = « ^ ' ; подставляя въ (з) выражен1е 17,+, (^с) по (1), находимъ 

<4) ^'п (-V) - - «« у.-, (дг). 

Дифференцируя (О и зам-Ьняя зат-Ьмъ по (4) 

» 

^«+1 (^) на - Я (я + 1) С7, (.V) и ап У ,,^, (дг) на — С/", (л-), находимъ 
(5) Ц", (х) - ах и\ (.V) - ап С7. (л-) = о, 

дифференшальное уравненхе 2-го порядка для полиномовъ С7„ (х). 



ю' 
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Приступая къ выводу интегральной теоремы для С/, (л:), обозначимъ 
черезъ 9« (х) Д'Ьлую функщю степени т-о* ; п кратнымъ интегрировашемъ 
по частямъ находимъ 

(6) /""«-'""''^Ла-) ил=с)^-^ = 



1- оо со 

при т <^ п оказывается 

(7) / '- * ''■^' ?-. (*) ^^. (-V) ^^ = о 

-- оо 

и въ частности при срш С^) ~ ~ ^т (^0 

(8) /'"" г-5* "*' а« (х) с/. (^) ^х = о, 



причемъ результатъ (8) им-Ьетъ м-Ьсто не только пррг т < «, но и при т > «. 
Полагая въ (6) 9«, (л^) = ^я (^0 и зам-Ьчая, что по (г) 



находимъ 



'' * ^. (а-) = (- а)" • п («), 



(ю) 



СЮ 

Разсматривая разложенхе по функщямъ ' 

при /= о, I, 2, . . . , ПОЛОЖИМЪ 

I, (х) = 1/ "" г- 5"-^' . _^^^!1- при /^ I 
и будемъ изучать функшю 

гд-Ь 

Зам'Ьнивъ въ (г) п на / и умноживъ на 

I I 

находимъ: 

■X I) (х) _ _ 3>, (л) _ Ц_, (л)_ 

причемъ формула в-Ьрна и при /—о, I, если считать II (о)-! и условна 

Т1(-1) °- 



49 



На основан1и (12) получаемъ 
(13) (?-«)2 ' Ц. (а) С7Д,3) = 



у=0 



/=о1 •' ^в П(;) а и(;— 1) _| ■' _а П(;) а 11(^ — 1)_|) 



- 2 Ц-, (Ю . ^' ^-- 7 = - --^.т « ^. (Р) ^^«- («) - '^. («) ^- (Р)} ' 

у=о а и.(^ — I) а и {п) 

посл-Ь чего переписываемъ (и) въ вид'Ь: 

1/211 . П(«).а ^» »^ " 

Введемъ теперь для полиномовъ 0(х) ассимптотическ1Я выражен1я, 
которыя были установлены въ стать']Ь «объ ассимптотическихъ выражен1яхъ 
полиномовъ Ц, (^с) при большихъ значешяхъ я". Изв. СПБ. Полит. Ин- 
ститута, т. V, в. 1 — 2, 1906 г., стр. 141. 

Положимъ для краткости 

(15) К^\/ап 

(16) ХДа)..лпос А„4-^«'^^) 



(17) ^^(а) = ша\-^^ 

(18) с,=.2п"+^."^"+2)(^1+^-)2+^; 

такъ какъ оказывается 

Гхд") пред. -,_^— - — — , 

^ ^-^ п-оо >/21: . П(п) 

ТО положимъ еще 

(20) ^\ - = у(1+К). 

^ ^ ^/2^ . II (п) '^ 

причемъ 

(21) 



пред. 8^ = о. 

П1=:00 



Посл'Ь введешя вм-Ьсто полиномовъ Ц, (дс) ихъ ассимптотическихъ 
выражен1й, формула (14) принимаетъ видъ: при п четномъ 

(22) О (,, ос, п) =: ^- ( Е -г О • '— 3^1Г- • <»^- («) ^.- (?) - »^- С'"^) ^-1 (^)> 

и при п нечетномъ 

(23) ? а «, «) - ^ (I + 80 • — э ПТ- • <!^.-1 («) '^» (Р) - 1^- О) К («) }: 
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ниже намъ приходится изучать функцш ср (/, а, п) и интегралъ 1^ 9(/, а, п) Л 
при безпред-^Ьльномъ возрастанш п, и мы ограничимся разсмотр-Ьнтемъ одного 
изъ двухъ выражешй 9> наприм-Ьръ (22), такъ какъ другое выражен1е (25) 
не представитъ какихъ либо новыхъ затруднен1й и приведетъ къ тому же 
результату. 

Въ настоящемъ прим'Ьр'Ь пред-Ьлы, въ которыхъ задана функц1Я / (х), 
предполагаются безконечными : 

(24) а — — со^ Ь - - -\ оо; 
поэтому, согласно Зам-Ьчанхю 2 къ Теорем-Ь С, интегралы 

(25) ^ ^ / (°^ -^ о ? (^ ^> «) ^^ ^^ри ^" < о 



оо 

. + 00 



(2б) .1^ / (а + О ? (^ а. «) л при ^„ > о 

для достаточно большихъ значен1Й \^^\ должны им-^Ьть пред'кломъ о при 
я — оо ; выяснимъ, как1Я ограничен1я достаточно наложить на функщю / (л-), 
чтобы это им-Ьло м-Ьсто. 

При всякомъ конечномъ а мы можемъ взять 

(27) 1^о|>-з1Ч; 

положивъ р = а + ^ и въ частности 

(28) • % = о^- к. 
будемъ им-Ьть въ силу (27) ?© одного знака съ 1^ и 

(29) |?о|>2|«|. 

Справляясь теперь съ (22), видимъ, что для установлешя значенхя 
интеграла (26) приходится разобрать интегралы двухъ видовъ 






Оо) / Щ^- - ['Н (?/о ^? 



,.+оо 



такъ какъ по формул-Ь (35)с им-Ьемъ 

(32) -.(Ю- ;-^*' ->л.и 

гд-Ь 

(33) ил?) к 3.35; 

при услов1и (29) оказывается 

(34) |^~Т|^ ^' 
такъ что интегралъ (31) численно меньше 

(35) .-^ГТ"?- 
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предполагая, что при ';^ ^ 1^о им-Ьемъ 

(36) '^ . : Р, 

гд-Ь р конечное и р< 1, найдемъ, что интегралъ (35) меньше выражешя 

Уп (1-р)р/ Р' 

которое обращается въ о при и = со. 

Что касается интеграла (30), то въ немъ функщя 

(33) ,!'..-."'•. 

им-Ьющая производную 

(39) -у--.-р;- : •^'^''^' к?"- ^) (?-«)+! ? 

будетъ при услов1и (29) положительною монотонною убывающею функщей, 
такъ что интегралъ (зо), согласно формул-Ь III, главы I, долженъ быть чис- 
ленно меньше 

(4о) -Чг-----./ ^-^^ :: К^*")^^- 



Зо'-^ -'Ро э^ 



Если функщя р при ? ^ Эо лишь к разъ м'Ьняе.тъ свою монотон- 
ность, то интегралъ (40) будетъ меньше 



« - 7 



(41) ^^ - 4(^4- 1)р 



ам 



и сл'Ьдовательно им'Ьетъ пред-кломъ о при я = оо. 

Итакъ въ дальн-Ьйшемъ мы будемъ предполагать, что при | л: | ^ х^, гд'Ь д:^ 
достаточно большое число и во всякомъ случа'Ь больше 2 | а | , оказывается 

им I 



1^ 



при о <^ I и конечномъ /), 

2^, / {х) допускаетъ лишь конечное число колебан1Й. 

При наличности этихъ двухъ свойствъ, интегралы (30) и (31) им-Ьютъ 
пред'Ьломъ о при п — оо. 

Вм-Ьсгк съ т-Ьмъ изъ предыдущаго изсл-Ьдованхя (при /^)--1, />— I, 
р о) заключаемъ, что 

.+ 00 7 <Го 

(42) пред. .) .^ '^ (/, ^, ;/) Л - пред. .)_'^^ '^ (^ а, «) Л = о 

при условш (27) относительно /,>, и потому при опред'Ьлен1и чиселъ 6г и Гг, 
достаточно разобрать 

пред. .1 '^ (/, ос, и) (Н 



II ^ со 



при значеа1яхъ /, удовлетворяюшихъ неравенствам!» 

(43) е:^'^|/о|<зИ1 

(44) -е^'^-|^.|> -ЗИ1- 
Представииъ ? (/, а, я) (22) въ вид-Ь 

(45) ?(^«, «) ,1(1^0.)^* э"^ 

У \{со$ 1 А. $%п ,3 /?^^^ — л/1 а й^^, г(?5 ? й.) - 

' ^•;^^-^^. (г(?5 а л. - сов р й.) - --.^'^ {$Ы ? й.., -5Ш а й..,) - 
- Т- ^- (^) ^^- ('^) - "- (^)1 + 7-^ *'- (^> ^^- ('^ - "- ^^'^^^^ 

V я К я - I 

и положимъ 

причемъ 

(47) е. У- (/^ - ^) -1-'^ • .V- ! \: ■ 



такъ какъ им-кемъ 

/- 



У^ 



I ^ .1 

- < I - - 

П 2 11 



И потому можно принять 

г/г--' =г^-' 

При уСЛОВ1И О < О < I. 

Теперь преобразуемъ первую малую скобку выражен1я (45) сл-Ьдую- 
щимъ образомъ: 
(48) сов ай^ ля »^й^^, -лп ай^,, со5 ^^й., ^ 

= 5Ш С?! — -я) Ь^-г со5 7. к^ С05 ,'^ й^ [зт "^г^ — згп де^ + 

+ 2 5т л к^ С05 '}к^ 5гп^ \ ^%— 2 $гп "^^ й^ сов а А, 5/>/' .] '^г^ 

--- 5т (3 — я) й^ 2 5т ^ (? — «) % ^05 а й^ ^05 !^ й„ гс?5 } (•^- -а) \ 

~ ^^п I 0-^) е„ 5т ^ (,3 -а) е^ 5т ^ гос) й„ - 

-5т О- ос) й^ [5т- ] ае„4-5пг ^ ["^г^, 

и намъ придется для нахожден1я чиселъ Сг и Ь изучить сл^5дующ1е интегралы 



(49) , / ^ , ^^ 

• о 



(5«) ^ " / ^ Г(75 (ос -- /) Й. Г1?5 С1 + ^.^ г^ • - ^ сИ 



о 
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О 



о 

а 



(53) ^^ / « • •?'« -1 //', ял а + - , Л, • 

(54) 7~ / ' ■ •^'" ^ -^' '^"^ '.'"*■ 2 у ^*-"' ' /' 



уп •'() 



(55) 



,7-^/ ^ • К (^ + 0-^« (^)] / > 

уп -'о 



причемъ мы назовемъ для краткости прел-Ьлы этихъ интеграловъ при п : - со 
и при услов1яхъ (43) и (44) относительно / черезъ 0^^\ С^^^...0^^\ а 
высипе пред'Ьлы ихъ числовыхъ значен1й при условии 

(5б) - е55 /:^:-: е 

черезъ П^\ и'\... П'^ 

Для нахожден1я С^^^ интегралъ (49) представимъ въ вид-Ь суммы 
двухъ интеграловъ: 



(57) -I е , ■ ^,--,- <^^ при 1^1 5,- 






(58) \ I е*' ■ ; яягй, </^ 



• /( 



(если|/|< , то второй интегралъ отпадаетъ); въ (57) функшя 






(59) V(0^.• ■■■-' 

им'Ьетъ производ!1ую 

гд-Ь р{1) — соИ-' ^' - ^ (я • О' 

и такъ какъ въ интервал-Ь Го, ) функшя 

•остается отрицательной, то р (/) убываетъ и не може1*ъ бол-Ье одного раза 
переходить черезъ нуль, такъ что V(/) м-Ьняетъ монотонность не бол-ке 
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одного раза въ интервале (о, - 1 и потому пред-Ьлъ интеграла (57) равент. 

(6о) \ . /^"^'"'''\^:!1^ .- И =- 

причемъ знакъ ^ одинаковъ со знакомъ /. 
Въ интеграл-Ь (58) функшя 



I 
9 

2 



(60') ^,(0 = . 

им-Ьетъ производную 

V',(о=-,VV,(о|/(» -о -г ^-1, 

и потому V^ (/) въ интервал-Ь [ -, /^ не бол-^е двухъ разь изм'Ьняет'ъ мо- 

нотонность; такъ какъ притомъ V, (^) знакопостоянная, то численное зна- 
чен1е интеграла (58) меньше 



« о . « , 



,, ч I 4^- 2 6 12 .4« 



»». г л,. 



Т. е. имПЬегь пред'Ьломъ нуль при // -- оо , и потому оказывается 

(62) С'о^гг±.; 

вм-Ьст-Ь съ гЬмъ изъ свойствъ (}зункц1и (59) и изв"Ьстнаго результата: 

ч. зн. / ^'"-*- ^л— ч. зн. / — / 1 1 ^'" *~(/дг| <~ 

находимъ 

(63) /-^"^ = 2е\ 
гд-Ь 

(63) ^->[е 2|«|]. 

4 

Для интеграла (50), въ силу неравенствъ (43) — (44) ^ 
численное значен1е будетъ меньше 

I "- а» 

-•к-^' 3 «Ь 

такъ что получасхмъ 

(б5) О"' о, 

и вм'^ст'Ь съ т-Ьмъ 

(66) 1^1> :- :^ 5,. • е?' . е . 



Для интеграла (51) подобнымъ же образомъ численное значеше меньше 



1 

т: "У 



а 
1 



'к-^' .3|«|. 



1>5 



и потому 

(67) ' 0^-' о 

(68) Ь =^ . • 2%-^ .8. 

Для интеграла (52) находимъ, на основан1и (64) и 

(69) ^ш- X ^ х^, 
что его численное значенхе меньше 






" ,а 



4 К«~ 

такъ какъ 



<:т;г.'''1-+14 



- го * — -О 



.1 га./ а ' а 



отсюда получаемъ: 

(7о) С'"- о 

(70 ^^^^ = .-!^^_ .^ г [«^ + (|аЦ-г)^]. 

Интегралъ (53) представимъ въ видИк суммы двухъ интеграловъ 

(72) ,ш.Л..-';1''-<^ + 'Я„„Л.,^^ 

(73) --- -•/ е --)■ ^*; 

соотв-Ьтствующгя имъ части чиселъ О'*' и ^^*^ назовемъ С/*' и Сг'*'» -''/'' 
и Ь,'*\ такъ что 

Разсуждая, какъ выше для интеграла (49). найдемъ для (72) 

(74) С.'*' = о 

(75) 1Л=.у^.2.- 

интегралъ (73) представимъ въ вид-Ъ суммы двухъ интеграловъ 
(77) 7 « Т'""'^ ^''-''^'' 



гд-Ь |^:|1"^; — • Такъ какъ функшя (59) ^(0 ^^ интеграл-Ь (уб) изм-Ьняетъ 
МОНОТОННОСТЬ не бол'Ье одного раза въ интервал-Ь о, " ) , оставаясь поло- 
жительной и численно меньше 



1^ 



4 



такъ какъ съ другой стороны, по формул-Ь (46) главы V, при ^2 "^ ^1 " 
I ^, I ^ им-Ьемъ 

/''♦ 5ШМ Л» / ,, / ,/,-/-1 ^^п \ 

•^, ^^« ^ г 5 « I . 8 (1/1 л, -О) 

то численное значен1е интеграла (уб) меньше 

Т. е. интегралъ (уб) им-Ьетъ пред'кломъ о при п—оо\ численное значеше 
интеграла (77) меньше 



2 4 

/ 



^ 9 






Т. е. также обращается въ о при « = оо , а потому 

(78) а ^*' = о; 

вм'ЬсгЬ съ т-Ьмъ изъ (76) находимъ 

(79) ^/^^:8.V;„..^. [,.ь-.^"---]. 

Интегралъ (54) изсл-Ьдуется подобно (53) и даетъ 

(80) С" = о 

(81) ^^'" ^ Ь т.л/ " . ,' . \л ^ К-^("+0_.__.| 



Для опред-Ьлешя значен1я интеграла (55) предварительно укажемъ 
н-Ькоторыя свойства функщи ш^ (х), входящей въ ассимптотическое выра- 
жен1е полиномовъ 15^ (;с). 

Прежде всего зам-Ьтимъ, что со^ (л), опред-Ьляемая уравнен1ями (з6)« и 
(37)с) представляетъ собою непрерывную функщю отъ х для всЬхъ конеч- 
ныхъ значен1й :с, не исключая х — о, причемъ, какъ показано въ конц'Ь 
статьи «объ ассимптотическомъ выраженш и пр.», <^п(^) — '^ "Р^ '^ нечет- 

номъ и |"^„(о)|< -- ' при // четномъ. 

е\ п 



^^7 



Дал-Ье, на основан1и формулы (4) легко оц-Ьнить значен1е функши 
11)^' (л). Именно, при п четномъ находимъ съ одной стороны 



(82) иЛ.х):=а-1)^а 



я П 
~2 



п 



\/г-п'Ч 2 



) . . ♦' "'■' . { > <7х \ш X >/ая + у 'I - 



— уап $гп X \/ап 



(и 



'(л)1 



СЪ другой стороны 



V/" 



(8з) -аг, С7..,(^)-(-1) 



^" + . "^' 



п-1 _ п-1\ ] 
2 1., / _\ 2' 2 



У 2 . П ,(^П I) . ^ 



/ е л 



X ^ 



зам-Ьчая же, что 

У 2 . у'п . («— о ^ ^ ^ 



Нпх1 а{п-1)+ "-''У 



п п 

2" . "" Т 



11-1 1 

2 2 



I - 



« 



е - 



= Я 



1/2 . « ^ .^ 
и что при у = — -_ — и при о < ^) < I 



можемъ положить при о < ^), 



и 



1У __ 



I -Н 



3(Я— I) 



такъ какъ вообще при о < л* "^ \ оказывается 

и въ частности 

}»/, // 

при // ;5 2, т. е. при п ^ 2. 

Приравнивая теперь на основан1и формулъ (4) выражен1я (82) и (83), 
находимъ: 

^ - ах\со$ п^х - - 

Ь 1 « I 



г/ 

3 



(84) 



\п 



+ 



». 



+ Л» \}^^ Л» л: - я« Л^1 х] - ^ ^.^Д ^^ К ЯП Ь^_, X 



- к ;' I 



такъ какъ 






ч. зн. А„ [лп Ь^ X - 5т к^_^ дг] < А. • е„_, |х|< ^ ^ |а-| • у ^^^ , 

то изъ (84) можемъ заключить, что при безпред'Ьльномъ возрасташи п и 
при всякомъ конечномъ л*, не исключая л* : = о, выражеше 

ь>'п (л ) 



(85) 



15« 



остается конечнымъ. ибо правая часть формулы (84) им'Ьетъ при ;/ = оо 
пред-Ьлъ, не превышающ1й по численному значеню 

а \х\ - \/а |со^_, (х)|, 

но I <*>я_, (л^)| остается конечнымъ при всякомъ конечномъ л", не исключая х^^о. 

Подобный же результатъ найдемъ и для п нечетнаго, и воспользуемся 
имъ для изучен1я интеграла (55)- 

Разбивая интервалъ (о, /) на дв-Ь части 



, \п1 \\„ I 



ДЛЯ первой части представимъ иитегралъ въ вид'Ь 

1 

V" 



^ 5 / I 1 01. 



/ 



л. 



и численное значеше его будетъ меньше 



(86) 



а' 1 



4. 



1 п 



гд-к пред. С^' - о, т. е. им-Ьетъ пред-Ьломъ нуль при ?/ = со. 

Для второй части интервала оставимъ интегралъ въ вид-Ь (55) и 
численное значен1е его будетъ меньше 



(8?) 



а « 

1 « 



3 1«1 • [|-- («)1 • л^]. 



гл'^ N число конечное - представляетъ наибольшую числ. величину 
выражен1я 






>/ат: 



въ интервал-Ь значешй ^^ отъ + а до / + а, причемъ и при |^ =~ о это 

V"» 



выражеше меньше 



бу ?, 



Такъ какъ оба выражен1я (86) и (87) обращаются въ о при п = оо, то 
находимъ 



(88) 

И вм'Ьст'к съ т'Ьмъ 



2(6) 



(е) 



(89) V''- е 



]/« 






а 



(I ^ с;) 



о 






гд-Ь Л^, наибольшее численное значен1е <в„ (^^) при изм'Ьнен1и '^ въ интер- 
вал"!; а — г, а + г. 



Л1? _ 

Предыдущее изсл'Ьдован1е, установившее значен1е чиселъ С^^\ , . . С^^\ 
даетъ намъ возможность заключить, что въ настоящемъ прим-Ьр-Ь 



С^С, 



1 
21 



И число Ь представляется формулой 

(90) 1 = (1+ К) {^'"' + ^^^' + ^^" + ^ "' + 

+ !">..■ («)1 • 1'*' + \о'п («)1 1^'" ^ \К.: (Ю1 • ь'^' 

гд-Ь П"^^ выводится изъ Ь^^*^ (89) зам-Ьной я на « + I ; такимъ образомъ 
при данномъ а, при достаточно маломъ е и достаточно большомъ п число 
Ь сколь угодно близко КЪ 2. 

Что касается чиселъ Ф и М общей теор1и, то ихъ значен1я безъ 
труда получаются изъ выражен1я (22) для о (^ ^у Ю- 

Именно, зам-Ьчая, что численныя значешя обоихъ произведен1Й 

(90 ^~^^' К.. (Ю, ^~*^' (*«(?) 

остаются меньше 

I 3»35 

при Э не - о и меньше I или I Н — при Р = о, назовемъ черезъ Р 

вуп 

высш1й пред-Ьлъ численной величины произведенш (91) при услов1яхъ (43) 
или (44) относительно /; тогда найдемъ 

(92) I ? (^ а, К) к Ф - ^ • -"^;-- •/♦''• Р • { II*. (а) | Ь | X.,. (а)| }, 

такъ что Ф при всякомъ конечномъ а и при выбранномъ е остается ко- 
нечнымъ, какъ бы велико п ни было. 

Подобнымъ же образомъ, для значешй ^, опред-Ьляемыхъ условхемъ 
(56), найдемъ 

(93) I^■? (^ «. '01 < ^-- 1 ■ (ИЛ) • ''^ • Ро • {|!*, (Ю 1 + 1 Х-., (ЮП- 

гд'Ь X опред'Ьляется формулой (63)' и Р^ им-Ьетъ значен1е одинаковое съ 
Р, но для промежутка значен1й ^ ($6); число М -также конечное при 
всякомъ конечномъ а и при сколь угодно большихъ п. 

Теперь мы можемъ установить сл-Ьдующую теорему: 

Теорема 8. Безконечный рядъ 



оо 



2: ^1 ц- (ю^ 

въ которомъ 

^0 ^ V ,- / е ' ' I {х) с1х\ и 



-'X) 



1бо 



/а I /-^ -4-х» 



" •1.-г.з---У -ос 

при у ~ I, 2, з»---1 им-Ьетъ суммою 

Ш(*-о)-/(«-о)] 

въ каждой точк'Ь л: -- 2, въ области которой, какъ С1'Ьва, такъ и справа, 
функщя/(л") выполыяетъ услов1я одного изъ случаевъ 2 — 6 теоремы В, 

При этомъ функц1Я /(л) при значетяхъ |л|^.г,,, гд-Ь х^ число до- 
статочно большое и во всякомъ с-туча-Ь не меньше 2 | а | , удовлетворяете 
сл']Ьдующимъ двумъ услов1ямъ: 
1® при р < I оказывается 

|л|' 

гд'Ь р число конечное, и 

2^ /(л) им-Ьетъ конечное число тахппа и т1П1та. 
Въ остальномъ интервал'Ь значений л", т. е. при 

-*0 г- -^ -- - -^ч л 

функщя /(л:) предполагается способной къ интегрирован1ю, и, если она 
обращается въ безконечность въ группе точекъ конечнаго порядка V, то 
интегралы ) |/(л") | ^л% распространенные на область каждой безконечности, 
должны быть безконечно малыми вм-Ьст-Ь съ величиною области интегрирован1я. 



Глава VII. 



Разло;кен1я по цилиидрическил1ъ (Бесселевылкъ) 

ФункЦ1ЯЛ1Ъ. 

Цилиндрическ1я функцш 1-го рода /^ (^) опред-Ьляются безконечнымъ 
рядомъ : 

со (_.)-ау-^*- 



^ г (п+1) Г (яЧ-+1) 

ДЛЯ значен1й V > — х; онНЬ связаны соотношешями 

(2) 1\ (О = - 7 /V (О + Л-1 (О 

(з) /;(о=7Л(0-л+, (^) 

и удовлетворяютъ дифференщальному уравненш 

(4) 1\ (О + 7 ^'' (?) + ('- 7") ^> (^) = °- 

Зам-Ьняя ;^ на а ;^, выводимъ изъ (4) уравнеше 

(5) -^ и ^^— ] = - «Ч Л (« ^) + 7 Л («О; 

выписавъ еще уравнеше (5') съ зам-^ной а на р, умножимъ (5) на /^ (р ;;;) 
и (5) на — /^ (а:?;) ; сложивъ загЬмъ уравнешя и интегрируя по :( въ пре- 
д-клахъ отъ о до I, находимъ 

- к {Л (?0 • « У. (ч) -Л («О • ? /'V (^)}]| - 
= « Л (?) 1\ («) - ? Л («) ;^ (Ю. 

причемъ должно быть V > — I , такъ какъ только въ этомъ случа'Ь скобка 
[ . . . ] обращается въ нуль при ^^ = о. 

А. Адамов-к. * ^ 



1б2 

При Р^ не = а* изъ формулы (6) находимъ 

(7) /о I Л («О Л (Р?) ^^ = о> 

если выполнено одно изъ двухъ условхй: 

1^ Л(а) = о> Л(Ю=о 



2« 



—, - = —1 = Л (пост.). 

л (а) Л(Р) ^ ^ 



Такимъ образомъ функц1и /^ (Ъ:) обладаютъ гЬмъ свойствомъ^ что 
при V > — I 

С8) /оЧ Л (\0Л (40*^^=0, 

если Х. и Х^ означають различные по абсолютной величин-Ь корни одного 
ияъ двухъ ураввешй 

(9) Л(0 = о »"« 

(ю) :^ Л' (?) - * Л (О = о . 

причеиъ въ силу (з) уравнеше (ю) равносильно 
(и) ?Л*,(0 + (А-»)Л(?)^о. 

При р = а изъ (6), раскрывая неопред-кленность и зам'Ьняя /у" (а) на 
— У^' (а) —^1 — ^)/у(а) въ силу уравнешя (4), получаемъ 

(12) /; ? л» (а о й1 = |[л' («)Ч/; («) (I - -5)] ; 

такъ какъ при /^ (а) = о правая часть (12) обращается въ зЛ (*)' и при 
то мы можемъ присоединить къ формул'Ь (8) результатъ 

[ ^ Л' (\)' 

(13) к I Л' (^ о ^? =.,,,, . ( , А'- V»! 



1*/Д\)-{^ + -9-}. 



причемъ верхнее или нижнее выражение берется^ смотря по тому, пред- 
ставляетъ ли Х.^ отличный отъ нуля корень уравнентя (9) или (то). 

Изъ (х) сл-Ьдуетъ, что уравнен1е (9) не можетъ им-йть при V > — I 
чисто мнимыхъ корней, изъ (8), какъ показалъ еще Пуассонъ, можно 
заключить, что уравнеше (9) не им-Ьетъ и комплексныхъ корней, и потому 
всЬ корни его должны быть вещественными. 

Корни уравнен1я (9) всЬ простые, такъ какъ, допустивъ, что /^' (X.) = о, 
приходимъ къ противор'Ьчш на основан1и формулы (13) (верхнее выра- 
жеше). Изв-Ьстно, что уравнение (9) им-Ьетъ безчисленное множество ве- 
щественныхъ корней, которые будутъ попарно разныхъ знаковъ при оди- 



1бЗ 

на НОВОЙ абсолютной величин-Ь; беря ассимптотическое выраженае для 
функщй /V (л) при большихъ положительныхъ значешяхъ х : 

(Ч) Л(^) -^1([»+К^)]^<'^(х-'-^«)+Х,(х)я«(х-?^и) 

(см. нашу статью «объ асимптот, выраженш цилиндрич. функщй /^ {:() при 

большихъ значешяхъ модуля ;^", Изв. СПБ. Полит. Инст., т. VI, в. 1—2) 
1906 г.), находимъ: 

. / 2V+I . 1+Чх) 

и такъ какъ 

0$) Ч'V)=5С^+^)' ^.(^)=^(1+т1,). 

гд-Ь 

иь; а^ — -^- , а^ — —^ 

и т], т)^ обращаются въ нуль при х — оо, то положительные корни уравненхя 
(9) могутъ быть представлены формулой 

о?) Ч = '^«+т-'-(*-')''+«.. 

ВЪ которой числа | е^ | безпред-кльно убываютъ при возрасташи к. 

Переходя теперь къ уравненш (ю), зам']Ьтимъ, что въ силу формулы 
(8) оно не можетъ им-Ьть комплекснымъ корней (при V>— I), но оно 
можетъ им-^ть одну пару чисто мнимыхъ корней. Въ самомъ д-кл-Ь, на осно- 

ванш (т) находимъ: 

(- \а»•<|-V 



«=-0 



откуда сл-кдуетъ, что при А ^ у (/^ мы предполагаемъ вещественнымъ 
числомъ) мнимыхъ корней уравнеше (ю) не им'Ьетъ; но если предположить 

— 2г/о — 2 ^ V — Л < — 2/10 («о ^ о)) 

то формулу (18) можно переписать въ вид'Ь 

2п 

у[ оо (_,)-Д).(2„ + у-А) 

(19) ОЛ1)-^1ЛЫ^)\ 2 -г-(;гТ1Ггм:^^+0 - 



(-"0"(у)"(Л-^-21|) 



"о (■ 
~^~'^{п + 1).Г(^ + П+1) 

И такъ какъ при :^ = гу всЬ слагаемыя первой и второй суммъ будутъ по- 
ложительными, то, отд-кдивъ въ первой сумм-Ь безконечно малый дополни- 
тельный членъ, получимъ въ скобкахъ { . . . } полиномъ съ одною пере- 
м-Ьною знака, который, по теорем-Ь Декарта, им-Ьетъ непрем-Ьнно одинъ 

II* 
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положительный корень. Итакъ уравнеше (го) при А > V им-Ьетъ одну пару 

чисто мнимыхъ корней : 

(2о) ^ = =^^Уо> 

остальные же корни его вещественные. ВсЬ отличные отъ о корни урав- 
нешя (ю) должны быть простыми, такъ какъ^ допустивъ кратный корень 
:^ = X и зам-^нивъ въ производномъ уравнеши ]^" (^) его выражешемъ изъ 
(4)> мы им'{$ли бы систему 

_ Л /^ (X) + X /; (X) = о, 

ИЗЪ которой при ^2 не = V2 — к^ находимъ 

Л М = о, /; (X) = о, 

что невозможно всл-Ьдствхе отсутств1я кратныхъ корней въ уравнеши (9); 
если же предположить Х^=у^— Л^, то формула (гз) (второе выражеше) 
приводить къ противор'Ьч1ю. 

Такъ какъ изв-Ьстно что корни уравнетй 1у{^) = и /у+1(0 — ^ 
взаимно отд-Ьляютъ другъ друга и притомъ всЬ эти корни простые, то, 
представивъ уравнеше (ю) въ форм-Ь (и), легко уб-Ьдиться, что уравнеше 
(ю) им-Ьетъ по крайней м-^кр'Ь одинъ корень въ одномъ изъ интерваловъ 

(4^1 х^+^)), (хГЧ х14), 

если назвать черезъ Х^^^^ и ^1^+1 два посл-Ьдоват. корня уравненгя (9) и 
черезъ Х^^ заключенные между ними корень уравнешя Л+1(0~^- 

Такимъ образомъ уравнеше (ю) им-Ьетъ безчисленное множество веше- 
ственныхъ корней, которые попарно им-Ьютъ сумму равную о. Пользуясь, 
кром-б формулы (14) еще ассимптотическимъ выражешемъ функши // (х) 

гд-Ь 

(22) ,, (^) =. ^ (, ^ С), ,*,(*) = -^ (I + С), 

причемъ Ь^ и ^^ суть постоянныя : 

И С, ^1 им'кютъ пред'Ьломъ о при х = оо, мы находимъ следующую формулу: 
хЛ(^)-АЛ(:с) = ]/^[т(х-А^-±^«). [х1^, (х)-А-АХ(х)} 



• / 2V-|-I 



1г) {х + х11(х) + АХ,(х)}], 



1б5 



откуда 






такъ какъ при возрастанш х числитель приближается къ пред'Ьлу Ъ^ — к^ 
а знаменатель растетъ безпред'кльно, то вещественные положительные корни 
уравнешя (ю) можно представить формулой 

(24) Ч = ~^1С + (*— 1)тг + в^^, 

причемъ I е^ | приближаются къ нулю при безпред'Ьльномъ возрастанш к. 
Приступая къ изучешю разложен1й по функпхямъ 

« 

к, («) -- Л (X,. «), 

гд'Ь V > — I И Х^. означаютъ положительные корни уравнешй (9) или (ю), 
мы положимъ; сообразно съ формулой (8) и (13)' 



IX 

(25) 



2 X 

1Щ? ]Л\х) 



1Дх) = 



2 X Л (Х> Х) 

' "Г л/ 



причемъ верхнее выражен1е соотв-Ьтствуетъ уравненш (9), нижнее — урав- 
нен1ю (ю). 



ч 



Функщя 9 (^ а, Ад) = 2 ^^ (^) ■^^^ (р^ + О принимаетъ сл'Ьдующ1й видъ 



(2б) ? {и а, К) = 2? 2 ;/^ (Х^)а 



У=1 



" Л (>,• «) л (X,- р) 

(26') ? (^ а, А0-2?2 Г-Л^ГГ^^х ' 



причемъ 



? = «-Ь/, 



и формула (2б) соотв'Ьтствуе1'ъ уравненш (9), (2б)' — уравнен1Ю (ю). 
Желая воспользоваться формулой (*) Зам']Ьчан1я 9 къ теорем'Ь а 






зам-Ьтимъ, что для уравнения (9) 
для уравнешя (ю) 



1б6 



'•(0--чЛ"(-?:)-(1-А)Л'(0=-7(.-Ул(-с)-АЛ(0. 






такъ какъ /^' (Х^.) = ^ /^ (Х^.). 

Вводя функщи О)' (Х^.)- въ выражен1я (гб) и (2б'), перепишемъ ихъ 
въ вид-Ь : 



л,Л(а^Л(Р>у) 



(27) ?(/.-, Л,) -2? 2^.^ ^,^,^^. 



у=1 '•; 
п 



А?_V2\ х^.;ла>.^.);^(р1Х,) 



(.7-) ИЛ -. А.)-^?-2х(1+'^)- ..(^), 

Въ об'Ьихъ формулахъ положимъ 

(28) ?• (^) -х.ЛЮЛС?^). 

и сл'Ьдовательно 

откуда, на основанш (6), получимъ 

(29) ? (О = /" к л («о л (?:?) ^:? = 

•о 

= э-г!,. {л (^'О • т^ л («^) - л («о • I л (Ро1- 

Теперь приходится положить 

I 






о 
и для приложимости формулы (*) надо пров'Ьрить, что функц1я 



обладпетъ свойствомъ 

(Зо) У (X.) = о. 

Д-^йствительно, въ первомъ случа'к 
откуда на основаши (4) получаемъ 

V' (^)=^~ ^77(^2 <^ -^"^ (О -:-/'> (01 = ^ , д- [^ • Л (О, 

и V' (Х^.) = о. Во второмъ случа-Ь им-Ьемъ 

" ^^^ ~~ \ ]\ (х) + (I -А) ;ч (.) ' 



I — 



167 



+ 0-А)Л (0--^ к^ Л'" (0 + (з-А) О;(0 + 0-А) Л' (О]), 



но при условш 
находимъ 






л••(^)=-л(^)[I+*-^'] 

внося эти выражен1я въ (31)9 получаемъ 

V' (X.) = О. 

Уб'Ёдившись въ выполнен1и услов1я (зо), можемъ положить 

ы) 9 а «. *о = э*^ • ^^^ — ^ — 77(0 — - — ''^ 



— X 



Х(А*-^ + ^2) ^;^^ 



причемъ (32) отв^чаетъ уравнетю (9) и (32') — уравнешю (ю). 

Контуръ С, долженъ содержать внутри себя положительные корни 
уравнешй (9) и (ю), и мы примемъ за С. пряиоугольникъ съ вершинами 

(о, ± к) (/.. ± к), 

гд-Ь й положительное число, пока неопред'Ьленное, и /^ соотв'Ьтственно 
уравнен1ямъ (9) или (ю) им-Ьегъ сл-Ьдующее значеше : 



2^+ I г 



(33) /.= 



4 

2V -\- I 



— ^7Г + - + (П-1)ТГ. 

Справляясь съ формулами (17) и (24Х видимъ, что въ обоихъ слу 
чаяхъ 1^ заключено между Х^ и X^^^, такъ что внутри С^ содержатся по- 
ложительные корни уравнен1я (9) и (ю), начиная съ наименьшаго и кончая 
т-Ьмъ, который опред-Ьляется формулами (17) или (24) при А=п; кром-Ъ 
того контуръ С, пересЬкаетъ своей правой стороной ось х въ такой точк-Ь, 
которая не служить корнемъ уравнен1я ш (;^) = о. 
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Изсл-Ьдуемъ прежде всего значенхе точки ;5;=о для подъинтегральныхъ 
функщй въ (32) и (з^). 

На основаши (т) находимъ: 

л (Р?) I л («о -л («о ^ л (Р^) = 



2 



з"'- (,+,)Г(.+0> 

изъ этихъ разложен1й находимъ, что въ области точки :^ = о подъинтег- 
ральная функщя въ (32) им'Ьетъ видъ 

гд'Ь А и а^ постоянныя, такъ что ;^ = о является нулемъ подъинтегральной 
функши. Для подъинтегральной функши въ (32)' при Л не = V находимъ 
въ области ;;; = о разложен1е 

Л^ [1 + «1 ^' + ---]^ 

показывающее, что :г =^ о является нулемъ подъинтегральной функши ; на- 
противъ, при й = V разложен1е принимаетъ другой видъ : 

2 ^ -^+1) Г(V+I)' ^^^ ^ ^ ^ 

= 2(у+1). (р^-аО . (а?у. -^ [1+а, ;с^ + ...], 
такъ что :;; = о оказывается уже полюсомъ съ вычетомъ 

(34) (2 V + 2). (р»- «О •(«?)'; 

обходя въ этомъ случа'Ь точку ^ = о помощью безконечно малой ^ окруж- 
ности въ отрицательномъ направленхи, получимъ для интеграла (32), рас- 
пространеннаго вдоль этой I окружности, сл-Ьдующее значеше : 

(35) - р^ » (2^-^ 2) (^'-«') («?)'= -(2V^-2) а^Г""'- 

Относительно интеграла (32)' нужно добавить еще, что при А > V на 
л-^квой сторон-Ь контура С^ (на оси у) лежатъ два простыхъ полюса ;^ — ± |ув 
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подъинтегральной функши, которые нужно обойти помощью безконечно 
малыхъ ^ окружностей въ отрицательномъ направлен1и; основываясь на 
томъ, что подъинтегральная функц1я м-Ьняетъ знакъ вм'ЬсгЬ съ ;^ и повторяя 
разсужден!я (48) — (5о) гл. III, легко уб-Ьдимся, что сумма интеграловъ 
(32'), распространенныхъ по об-Ьимъ ^ окружностямъ, равна — вычету ин- 
тегрируемой функщи для полюса ^ = + «Уо> т. е. равна 






Итанъ, сохраняя въ сяучзЛ уравнетя (9) прежнее выражен1е (32) 
для <р (/, 3, А,), мы должны въ случа*! уравнешя (ю) зам-Ьнить (32) новымъ 
выражен1емъ 



(37) <? (*, «, А,) = р 






гд-Ь 



о при л < V 



(з8) <!- 0. «) = • 



— (2 V + 2) а"* р ^ при Л =: V 

- 2 ^ т-п^гг;^^-— - при А > V, 



и С^' означаеть прежшй контуръ С^ за вычетомъ изъ него безконечно 
малыхъ отр-Ьзковъ, смежныхъ съ точками о, :^ ^у^, если эти точки являются 
полюсами подъинтегральной функц1и. 

Обращаясь къ изученш интеграловъ (32) и (37)> прежде всего зам-Ь- 
тимъ, что части интеграловъ, гд'Ь интегрирован1е распространяется по оси 
Уу равны нулю, такъ какъ подъинтегральныя функши м-Ьняютъ знакъ вм-ЬсгЬ 
съ ;^. Дал-Ье, на сторонахъ параллельныхъ оси х, гд-Ь ;;; — х ± Ь* и х изм-Ь- 
няется отъ о до 1^ мод. ;^ остается не меньше й, и на сторон-Ь параллельной 
у, гд-Ь ;^ = /^ + у* и у изм-Ьняется отъ — Л до + й, мод. ;;; остается не 
меньше /^; по этому при большихъ значен1яхъ к и 1^ удобно прим-Ьнить 
ассимптотическ1Я выраженхя (14) и (21) не только для Д (О и Л (О» ^о 
и для /^ (а;;;), /у (Р^) и ихъ производныхъ, если только аир отличны 
отъ нуля. 

Мы будемъ предполагать сперва, что 

(39) 28^ ^а^ 1-е^; 

въ такомъ случае, при изм'Ьнен1и / въ интервалахъ 

(40) (е, 1~а) (_а4-в1,-е) 
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число ^ — а -}- ^ изм-Ьняется въ интервалахъ отъ а + е > 28^ до I или отъ 
е, до а — е < I — во ; при измНкненхи же ^ въ интервал-^ 

(40 ( ^ + Ю 

при услов1и е < во число Э изм-Ьняется въ пред'Ьлахъ отъ а — в > е^ до 

а + .® < I , такъ что, предполагая е^ ^ е^ , ^ окажется заключеннымъ въ 

интервал-^Ь 

(42) 8,^р<1; 



сумма (а + р) при этомъ не выходитъ изъ пред'Ьловъ 
(43) 2ео<а + Э<2-во, 

что важно для дальн-^Ьйшихъ изсл-Ьдованхй. 

Условившись впредь обозначать черезъ у\ и ^ съ различными значками 
так1я функши отъ ;;;, которыя при достаточно большомъ модул* :^ могутъ 
быть сд-Ьланы по модулю сколь угодно малыми, мы находимъ на основаши 
формулы (14): 

(44) 



I -К^ 



Л»(?)~ 2 [1 + Чч)Г • ^05^ со [1+Х,(^)/^«]« 

_ ^Ч I +1^2 ^ 

гд-Ь 

(45) 0) = ;^^^^ 1Г и 

4 

Подобнымъ же образомъ, на основанш формулъ (14) и (21), находимъ 

' + — й- «г ' + 



(47) »(0- Г,,.^_^,,.р- 2 • [I +. (01* "■»'<• [1+^2 (О ^0<<»Р' 



[Л'(0-тЛ(0] 



* 1 /'_^ _ "з 



Дз = *2 + А ^1, 
/• ОЧ гч 1*1(0 — -7Г'+^(^)1 е. , , ч 

(48) V, (О = 7-^Т(^)- ■ = ; (^ + 1в). 

(49) а, = к-Ь,-^Ц>»^ + 2П + 1), 
или проще 

(50) »(0="' '"^^ 



2 51«2 «> [ I + "^а (?) ^0^ *"]^ 

Зам-^чая, что при ;^ = ;с г^ Ь* оказывается 
находимъ, что | /^со | , | соШ | остаются больше Лк и меньше соЛ к и сл1:- 



171 



довательно при достаточно большомъ к сколь угодно близки къ I ; это 
даетъ возможность положить на сторонахъ параллельныхъ оси х: 



(50 
(52) 



«^ 



/м' (О 2 са'ы 



•..Т^-(1+Сз) 



Чд= 



— ^г 



1 



2 5т 2 » 



(1-гС.). 



(53) 
откуда 



На сторон'Ь параллельной оси у, гдИк :(=: 1^ -\- гу^ находимъ въ силу (зз) 



<!):=: 



1Г 



п'к-- + %у. 



С0$ <!) = 



I (- О" ^^ у 

{-хГгзПу 



ЦП Ф^ 



( (-"О" «• ^п у 

(-1)"-'^Ау; 



въ первомъ случа'Ь /^^^ = ^ ^^У > во второмъ Шт = — г 11гу , и нетрудно ви- 
д-Ьть изъ (44) и (4?)» ''ТО при :^ = /^ -р ^у можно положить 



(54) 



(55) 






гд-Ь ^1 и л^ опред-Ьляются формулами (хб) и (49) и Гр г^ означаютъ таюя 
функщи отъ ;;;, которыя остаются по модулю конечными при сколь угодно 
большихъ значен1яхъ модуля :^. 

Обратимся теперь къ преобразован{ю выражен1Я 



(5б) 



?. (^) = л ((*0 - ,,^ л («о — ^7 

Зам-Ъняя въ (14) и (21) X на а^, находимъ 



(57) 



Л («О = V ^ • [ {> +^ («О ^05 о), + Х, (а^)5т о>,] 



/■ 



(5») -^Л («?)--=« -К.'Ь^"' I Ь|*(«\)1^'«<»а + 1*1(«0«^"»а]. 



«/^ 



гд-Ь положено для краткости 



(59) 



2V+ 1 



а>, = а^ Г-'^; 



на основанш формулъ ($7), (58) и подобныхъ же для Л (?0> у~ А (Р0> 
преобразуемъ (^^б) въ сл-Ьдующее выражен1е 



(6о) 



?,(<)= ^-1= {я« «8 '^О^ «а • ^ (а. Р) - «И »а '^«'^ «>а ■ ^ (?1 «) 4" 

+ С0$ ча-^ С0$ «а . <5 (а, Р) + 51П «а ля «а . Г («, р)}, 
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гд-Ъ положено 

«(«.?) = МI-Ч*^)ЦI+I»(??)}^«^(?0!^.(«^) 

5(а.?) = «^,(аО.{г-Ч?0}-?1*.(?.').{'-Ч«01 

Г(а,?)=-.Х.(аО.{1-1*(?^}-«Х,(?0{1+»»(»^)|. 
Преобразовашемъ тригонометрических-ъ членовъ приводимъ (бо) къ виду 

(61) '?. (О = —г-^ [ М, (а, ■<) . яя /^ - А<, («. ?) . яя («.,+«.,) ^ 

- М, (а, ?) ^:с»5 /^-А/« (а, ?) со* (««>, -|-«з)/ ' 
причеиъ 

А^. («.?) = ^ («. Ю + 7- («. ?) 

А^«(«.?) = 5(«,?)-Г(а,?) 
и въ силу (59) 

(62) ш^ + ш. = (я ^ ?) ^ - ^-':~-1 ,г. 

Относительно М^ (а, ^) зам-Ьчаемъ, что эту функи1ю можно предста- 
вить въ вид-Ь 

(63) М. («,?) = («-?)[! + ^], 

гд-Ь I?/, означаетъ такую функшю отъ :(^, которая остается конечной по 
модулю при сколь угодно большихъ значешяхъ модуля ;^ ; именно 

Щ = Щ. [«? (*. -га,Ь,- а,) + (а» + ?0 ^г] + ^' = 



1 



* ^ >,- 



Дал-Ье, вс-Ь три функши М^ (а, ?) — /, М, (а, ?), А/^ («, р) представ- 
ляются сумиами н'Ьсколькихъ разностей вида 

(б4) р («) о (?) - р (?) о (а); 

каждая изъ нихъ д-клится на р — а = /, причемъ частныя 

р(а) О (»-р(;^)о(а) 
/ 

согласно формул-Ь Лагранжа, будутъ вида 

р (а) о' (а-^1>/)_о (а) р' {а^Ы) 

и будутъ представлять собою функц1и того же порядка относительно -,какъ 
частныя производныя разностей (64) по ?. Принимая же во внииаше, что 

Тл ^ (?0 = ^ ^«' СЧ) и проч., 
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убедимся, что частныя оть л'клстя М^ — /, Л/д и М^ на / представляють 
собою функши отъ ^ порядковъ соотв. 2-го, 1-го, 1-го относительно — . 
Такимъ образомъ можно положить 

(65) М, = /(1+^) 

(66) М,= {(^ + ^-) 

(67) К = ({^ + -"^), 

причемъ ^3 и ^4 суть постоянныя числа, а Шд, т^, т^ так1я функши отъ :(, 
которыя остаются по модулю конечными даже при | ^ | — оо . Входя въ 
подробности, найдемъ 

(68) Ь, = а,. -^±^, Ь, = -Ь„ 



» "* V аЗ 



\ 1 " 



причемъ чиспа с^ и ^1 посл'Ьднихъ двухъ формулъ представляютъ коэффи- 
щенты при —^ въ разложен1яхъ по степенямъ — функши ^1 (О и |Х1 (:^) 

\ л. 

ассимптотическихъ выраженхй (14) и (21); именно, 

^ 1.2.3-2 

если входящ1я въ формулу (85) вышеупомянутой статьи числа тик под- 
чинить услов1Ямъ: т^у + 5э *^5» и ^сли справиться съ формулой (б2) 
той же статьи. 

Пользуясь выражешями (51) и (52) для -т-оТТ ^^(л)^ формулой (бх) 

для ^1 (0> в'ь которой нужно при этомъ поставить вм-Ьсто буквъ М ихъ 
значен1я по (63), (65) "-(бу), мы получимъ для частей интеграловъ (32) и 
(Зу), отв^5чающихъ сторонамъ контура С^ параллельнымъ оси дг, сл-Ьдующее 
общее выражеше: 



причемъ везд'Ь ^ нужно зам'Ьнить на х ± гк. 



+ 
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Мы докажемъ сейчасъ, что пред-клъ выражения (69) при к — со равеыъ 
нулю при сколь угодно большихъ /.. Зам'ЬчаЯу что 

I со^^ <|) I, I яя' ш I ^5к^ ку 

1 5т (шд + ш^) I , I С05 (<0д -г 0)^)1 ^ ск (<х + ?) * > 
намъ достаточно разобрать пред'клы трехъ интеграловъ 






о 






(71) --/-^-^1-7^/^'^-' 

и если мы покажемъ, что пред-Ьлы всЬхъ трехъ выражешй (уо) — (72) 
нули, то и (69) будетъ им-Ьть пред-Ьломъ о. 
Относительно (70) зам-Ьчаемъ, что 

(73) —^ = —^ск{к:И1С051х—^ = 

^^ X соз ^^xск^к:±:^ со$1х , к ск1^к у 
гд-Ь I ^1 1 , I ^2 I < I ^ I » такъ какъ по формул-Ь Лагранжа 

$т1х=^1хсо5 1^х , зк 1к = ^к ск1^к\ 

изъ (7з) сл'Ьдуетъ 

и потому численное значеше интеграла (70) меньше 



= ±г/1. 

2г. Г а 



такъ какъ к въ нашемъ распоряжен1и, то, беря наприм-Ьръ к ^ 1^^ , найдемъ, 
что посл-Ьднее выраженхе обращается въ нуль при безпред-кльномъ возра- 
стан1и / . 

п 

Въ интеграл-Ь (71)) полагая 
(74) а + Р=2-т, 



175 

им-Ьемъ въ силу (43) 

(75) ^^^0» 

и потому численное значеше (71) меньше 

^_,/^ I ^ сл (2 — бр) к 4 

Т. е. при к ^ /^' обращается въ нуль при 1^ = оо, такъ какъ 

пред. - \а. — = пред. 2ке ^о«=о. 

Для (72) всл-Ьдствхе | ^ | < I (см. (40) ) высшхй пред-Ьлъ численнаго 
значешя равенъ 

т. е. обращается въ нуль при 4 = оо . 

Итакъ, уб'Ьдившись, что (69) им-Ьетъ пред'Ьломъ о при ^ = со , обра- 
тимся къ т'Ьмъ частямъ интеграловъ (32) и (37)» гл'Ь интегрироваше 
распространяется по стороне контура параллельной оси у. Зд-Ьсь мы беремъ 

выраженЫ (54) и (55) Для -ггг\ и & (;() и сохраняемъ прежнее (какъ въ (69)) 
выражеше для ^^ (:() ; такимъ образомъ, полагая 

(76) ?1 О, «, К) = ? 0> «» ^О - + (^ «). 

причемъ <{/(/, а) = о въ случа-Ь формулы (32) и опред-Ьляется изъ (38) въ 
случа* формулы (37)» **" окончательно находимъ общее для всЬхъ слу- 
чаевъ выражеше 



СЮ 
Г^' + ОО 



' 27Г 






оо 



+1 '5!(^ + ^-)^»+./. "■-^^^(*-+^).,], 

причемъ д' им-Ьетъ значен1е 

(78) «'=1:"*' 

I + 2 1 Д, 

и Гз, . . . г,, означаютъ так1я функщи отъ :;;, которыя при интегрирован1и 
остаются по модулю меньше н-Ькотораго конечнаго числа К^^ какъ бы ни было 
велико 1^ ; кром-Ь того, везд-Ь въ форму л-Ь (77) нужно ;^ зам'Ьнить на /, + 1у. 
Относительно нНЬкоторыхъ изъ входящихъ въ (77) интеграловъ легко 
доказать непосредственно, что они обращаются въ о при 1^— со , Такъ, въ 
силу неравенства 
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выводимаго изъ (уз) зам'Ьной ;с на /. и ^ на у, находимъ, что 



р г /* ис\1у^у , /' |уил/^</у ] 



оо ^-■•-' V -:_оо 



такъ какъ въ первомъ интеграл-Ь имНЬемъ : 



/, ^1 ^Л/у 



сНу ' е/ _ ^А« ' 



и^ +у^ — /• сН^ у — С^у е/ ^ сНу 
и во второмъ 

то (79) оказывается меньше 

И обращается въ о при /^ - оо . 
Дал-Ье, находимъ : 

=:2Ко - -'г' 



.*+СГ1 /^ ■ X /а + ОО 



(82) МОД.У — ^гтру-- ^У < V ~ /7+? ■ ■+^*^ < 2 ^0 • 1Г-. 



и потому всЬ три интеграла (8о) — (82) обращаются въ о при 1^ = оо. 
Такимъ образомъ формулу (77) можно упростить, зам'Ьнивъ ее новою 

(83) .,('.^*.)-=^,)Д,/ {,+^^)-^^^- + 



— оо 

. + 0О 






+ е', 



гд-Ь е' обращается въ о при 1^-- оо. 

Вводя теперь :^ — 1^-{- {у, причемъ по (зз) 



* 2 4 



находимъ 



^^ ч $т11__$Ш^1сЬ1у . со $1щ1 $Н1у 



^|3 у— сН^у ^ " сП^ у 
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+ 'Й * /74у' {^»<^о^^п^ ■ ^^^-У -""^п^ -(^^^У)' 
Дал-Ье, вводя по (74) * + Р = 2 — т , им-Ьем-ь 

(«+?):?= 2Я1Г 4- V1С± ^, "^ + (« + Р) «у » 

откуда 

^^ (%+«>р) =+ ^^п [ (а+р) :^ - уи] =:± \ш /^ т . ^А (а+ р) у +^' яя /^т . ^А (а+Р) у}, 
и сл'Ьдовательно 

(«8) Ж/^^^^^^ 

^ у . згп /^т . 5А (аН-р)у}4-/ ^^^,^^',^^^,^ {/, 51Я /,т. ^А (а-ьр) у-у, ^о^ /^ . ^А(а+Р) у}]. 

Такъ какъ мнимыя части (84), (86), (88), и вещественный части (85), 
(87) представляютъ нечетныя функцш отъ у, то при интегрирован1и въ 
пред'Ьлахъ отъ — оо до + сю интегралы отъ этихъ частей пропадутъ, напро- 
тивъ въ оставшихся частяхъ можно будетъ взять пред'Ьлами о, оо , поставивъ 
впереди множитель 2. Такимъ образомъ, интегрируя выражен1е (83) 
?1 (^ ^> *я) по ^ въ пред-Ьлахъ отъ о до /, причемъ верхн1й пред-Ьлъ / огра- 
ниченъ интервалами (40) или (41), и вводя въ интегралахъ, содержащихъ 
(а + р), новую перем-Ьнную 

т = 2-(а + [0 = 2(1-а)--^ 
причемъ (1{ = — Л, получимъ для интеграла 

(89) 1[ ?1 Оу «. ^п) ^^ 

выражен1е въ видНЬ суммы 8 интеграловъ : 



(90) 



т./"/1-"^--'"-УГй''» 



(.-) --Ш^'Ч-'''-10?^-,^у 



12 
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^*Т /~77~ • » /«оо 



(95) -— У,(,_,)К ^ -1^:^ '^^-./^ /?+? ^РТ" '^«^ 

/ •ч к Г^ л/ '^ со$1^г , /'°° /я <:А(2— т)у , 

(97) ^-*'-Г >/^"-''-^--^^^.ГпЬ-'-^^^^''^У. 

причемъ при двойныхъ знакахъ верхн1е отв']кчаютъ уравнен1ю (9), нижнхе — 
(ю), число же а" — а г , т. е. 

Приступая къ изучен1ю интеграловъ (90) — (97)» *">* условимся назы- 
вать буквами С^, .. ,С^ пред-клы ихъ при п=: оо и при верхнемъ пред'кд'Ь ^, 
ограничеыномъ интервалами (40) ; буквами Ь^, >* -Ьц обозначим!» высш1я 
границы численныхъ значен1й гЬхъ же интеграловъ при /, ограниченномъ 
услов1емъ (41); буквами Ф^у.,,.Ф^ обозначим!» высш1я границы числен- 
ныхъ значен1й для соотв']Ьтствуюшихъ слагаемыхъ функши ср^ (^, ос, К^ и 
буквами М^, . . . М^ — ВЫСШ1Я границы численныхъ значешй для слагаемыхъ 
произведен1я Щ^ (/, а, А^. 

Представивъ интегралъ (90) въ вид-Ь 



*1 . 



.*со 



(99) / %-' . (О ли 

гд-Ь 

(.00) .(,)=; .у.+1.-'-л./^'^,у. 

припоминаемъ, что 

при е ^ ^ ^ .. - е пред. / ^^^^г-^ ^{{)(11—-^^ (^- о), 

при -6^/^-тс + е пред./ ^^ ^ (О ^^ = " Т ^^~ °)' 

о 

если въ области (— е, -I- е) |х (/) выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 
2 — 8 теоремы В. 
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Такъ какъ въ настояшемъ случа'Ь р. (/) им-Ьетъ въ области / = о ко- 
нечную производную, ибо 

ТО, согласно случаю 4 теоремы В^ находимъ 

(101) С,^:=^■.^, 

такъ какъ 

/. +00 , 

о ^^ У " 

знакъ11=в1> (ю!) берется одинаковый со знакомъ верхняго пред-кла ^. 

Вм-ЬсгЬ съ гЬмъ, зам'Ьчая, что м- (О остается монотонной въ интервал-Ь 
(— в, + е) , находимъ 

(102) I, = -^-(1+е") . 21Г, 

гд'Ь г" обращается въ нуль вм-Ьст^Ь съ е; дал'Ье, 
(юз) Ф = - - • ]_ > — . I -Л 



(104) М, = ^.]/ГГ1'.2 Г'^^ЛУ=- '-Те-Г'+Т- 

Г ' 2 С0$ 

*/ о 4 

Относительно интеграла (9 О' представивъ его въ видНЬ 
зам-Ётимъ сл-Ьдующее неравенство : 

"лгг| = ^' /,;ч^у« = ^' 

такъ какъ изъ интеграла 

'*°° сЬ ^у ,• т: 






сов — 

2*^ 



дифференцировашемъ по р. им'Ьемъ 




^ '^ ^у =г — .- •• 

СП VI/ •' 4"^ * Н^'^ 

сов^ — 

2V 



1 1" 



18о 



что при н^ = I , "^ =-1 2 даетъ число ^ ]/ 2 ; въ силу указанныхъ неравенствъ 
численное значенхе интеграла (105) остается меньше 

■^ о 

и потому 

(юб) 6^3 = о; 

вм'Ёст'Ё съ т'Ьмъ находимъ _ 

(107) 1, = М,= у. в.^1+-- з' 

Для интеграла (92), въ силу неравенствъ : 
численное значеше будегь меньше 

гЛ/ 8 Л Г П^ 
и можно положить 

(109) &з=0 

(но) 1-3 = ^2. *з = Ф2. А/з=А^2- 

Относительно интеграловъ (93) — (97)» '"Л'Ь перем-Ьнное интегриро- 
ваше т, зам-Ьтимъ, что нижн1й пред-Ьлъ 2 (г —а) будетъ ^ 26^ въ силу (39)» 
верхшй же пред'клъ будетъ ^ 2 — 2е^, на основаши (43)- 

Обращаясь къ интегралу (93)> представимъ его въ вид-Ь 

(■") л „ -„ ^5^ "■ « •*'• 

въ силу неравенствъ 

Га у д^ 2— Т 2 5о ,/о СП'у ^ ^ '^0 ^Л2у ^ 251>1"* 

4 

заключаемъ, что 

|1^|(-)|<Г— ^- -^ > 

" 2 60 у/ а 2 5I>^''^^ 

2 

И сл']кдовательно [ч^ (х) остается въ пред'Ьлахъ интегрирован1я конечной и 
способной къ интегрирован1ю, а потому теорема А даетъ 

(112) 0^ = о. 
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Ибо °Р«Л- Г '-^^ Л^^о. 

п=100 «/2(1 —а) «я т 

Вм-ЬстЬ съ гЬмъ находимъ 

(из) 1^ = М^ = ^.-^.— — ^^— е 



1Г у^ 2Е 



ОТСБп 
о С441 *? 



2 5Ш 



(114) ^4 =—-;=■ 

. — 2 

Для посл-Ьднихъ четырехъ интеграловъ (94) — (97) отм'Ьтимъ неравенства 

въ силу которых!» каждый изъ четырехъ интеграловъ по у , входящихъ въ 
(94) ~ (9?) » оказывается меньше 



I / сЬ{2 —-^)у (1у ^2^ I СЬ (2 — Т) у ^у:--Л1 

п I сК^у '"^ /, / сЪ2у у 21^ 



/- I сЛ^у 7 1 гА2» ^ о/^ . тсвр 

И потому каждый изъ интеграловъ (94)'~(97) численно меньше 



'^ 2Г . ^«0 1*/о '^ « 3[+?1 



2 



гд'Ь с^ наибольшее по абсолютному значеню изъ чиселъ а" и Ь^ ; такъ какъ 
а и а -г Э отличаются отъ нуля не мен-Ье, ч-Ьмъ на 26© , то посл-Ьднее вы- 
ражен1е обращается въ нуль при /^ = оо, такъ что 

(115) 0, = ... = в8 = о. 

Вм-Ьст-Ё съ гЬмъ находимъ- 

(пб) 15=^=... = 18=:М, = ... = М8= ^'^ — 1/1+-.-- е, 



, . — и — 2в| 

2/. $т - 

" 2 



Справляясь съ значешями чиселъ (т^. . , .0^, находииъ, что 

(1 18) пред. г* ?, О, а, А.) Л= ± Ь 

п=оо ■'• 

причемъ знакъ =!= берется одинаково со знакомъ ^ въ верхыемъ пред-кл-Ь. 
Изъ (7 6) теперь сл^дуетъ, что 

(119) пред. г» а (I, а, Л,) Л= X (/, а). 



м = оо ''о 
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гд-Ь 

(120) л(^а)=н,^4-ГЧ0.«)^^; 

' о 

такимъ образомъ 

(121) X (+ о, а) - — X (— о, а) = 1 






причемъ, какъ зам']Ьчено посл']Ь (7б)> первое выражеше въ (122) берется въ 
случа-Ь уравнешя (9) и (ю) при А < V, второе берется въ случа-Ь уравненЫ 
(ю) при А = V и третье при Л > V. 

Такъ какъ мы установили кром-Ь того существованхе чиселъ Л, М, Ф 
общей теор1и для функции ^1 (^ ^9 ^я)} 1*0 мы можемъ приложить къ на- 
шему прим-Ьру Зам-Ьчаше з теоремы а ; но прежде мы должны обратить 
внимаше на то, что вм'Ьсто интервала (— а, — е), какъ требуется въ общей 
теор1и, мы брали въ (40) бол'Ье узюй интервалъ (— а + е^, — е) , оставляя 
въ сторон-Ь область значен1й ^ (— а, — а + е^, такъ какъ, при ^ = — а, [^ 
оказывается равнымъ о, и н-^тъ возможности приложить прежн1я ассимпто- 

тическ1Я формулы для ]^ (р:?) и -^ /^ (р;^). 

Поэтому, согласно зам-Ьчанхю 2 теоремы С, нужно изсл'Ьдовать, при 
какихъ достаточныхъ услов1яхъ интегралъ 

(123) П /(«+0?1(^«,^^'^' 

можетъ быть сд'кланъ сколь угодно малымъ при достаточно маломъ е^, 
каково бы ни было при этомъ число п. При изучеши интеграла (123) мы 

введемъ уже новыя выражен1я для Л(?0, -г Л (РО I ^^- формулы (125) 
вышеупомянутой статьи объ ассимптотическихъ выражешяхъ функшй /^ (;^) | : 

( 1 24) А (к) = .^р\- [ ^'р ^05 («р + 5^, 5Ш ш.^] 

(125) ^^^'^ЭР^^^ [^? ^ох«)^+1>з ^^'«"^?]' 

гд-Ь буквы А, Ву С, В со значками р означаютъ так1я функц1и отъ р и ;^, 
которыя остаются конечными при сколь угодно малыхъ положительныхъ р, 
не исключая р = о, и при сколь угодно большихъ значен1яхъ модуля :^ ; число 



(126) р--^' 



I при — I < V 5^ — 1 

^при-^ <У55; 

V при V >■ } . 

Пользуясь выражешями (124) и (125) и подобными же для Л(«0> 
г л (*0 » и называя черезъ -К наибольшее значеше модулей 8 функщй А^ 



В, Су в со значками а и [^ внизу при значенхяхъ :^ — х ^ / А , :;; = /^ + гу^ 
при значен1яхъ Р отъ о до е^ и при значешяхъ а отъ 28^ до I — е^, мы найдемъ» 
что для ^1 Од (5 6) оказывается 

(12б') к?1(01<, 4 • 8*' • '^^ • ^*'* *^ 

такъ какъ 

I ^(?5 «Од |, 1 5гп ^^\<^ ск ак <С скк 

I со$ ш^ |, 1 5гп Ш'^ I <; ^Л. р4 <; ^^^ А. 
Зам'Ьчая дал-Ье, что при ^ = дс ^ ^'^ по формуламъ ($ I ) и (52) оказывается 

(12?) 



I 



*^(0|^ '^ 1+^0 



а при ^=:/^+/у по (54) и (55) им-Ьемъ 



(328) 



I 



ктх) 



»(?>!<-" »+^. 



М.Ы им-Ьемъ возможность заключить, что для функщи ^1 (^ <*» ^я) I см. (уб) 
и: (32), (37)| выполняется неравенство 

(.29)I»Л^«^0I<^•^И^■(,;I>■т•^«••^./*-эт^'^•(^ +->■•)+ 






и такъ какъ 



пред, 






1се. 
^:о5 — 

О ^— со 

ТО ясно, что вопросъ о значенш интеграла (123) приводится къ тому^ бу- 
детъ ли интегралъ 

•'о 

безконечно малымъ вм-ЬсгЬ съ е^ илин'Ьтъ, причемъ р опред-кляется изъ (126). 
ВсЬ предыдущ1я разсужден1я относились къ предположешю (39) от- 
носительно а. Теперь мы займемся изсл'Ьдованхемъ случая а = I, и прежде 
всего зам-Ётимъ, что при нахожден1и пред'Ьла интеграла 

(13 о /'?. (^I>^'^' 

о 
(число С) и при установлен1и числа Ф число ^ опред-Ьляется лишь однимъ 
изъ интерваловъ (40), именно 

(132) ~е^/^-гЧ е^, 

при опред-Ьлеши же чиселъ ^ и М число I ограничено интерваломъ 

(133) -е^/^о. 
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Случай а =г I отличается отъ предыдущаго общаго изсл'Ьдованхя 1^ 
гЬмъ, что въ интегралахъ (93) — (97)? входящихъ въ выражеше (89), ниистй 
пред-клъ интегрировашя равенъ о, и 2^, г]Ьмъ, что число т, опред'кляемое 
по (74)? обращается въ о при / = о, между т'Ьмъ какъ въ общемъ изсл-Ь- 
дованш было т ^ во по (75)- 

Такъ какъ при изучеши того изъ слагаемыхъ выражешя (69), которое 
приведено было къ интегралу (71)9 мы основывались именно на (75)> "^^ 
теперь прежде всего намъ придется показать, что, несмотря на обращен1е 
твъопри?=о, пред'Ьльное (при я = оо) значеше интеграла (131) оста- 
нется безъ изм'Ёнешя. 

Для этого зам'Ьтимъ, что при :(^:=^ х ^^ кг и а + Р=2 изучаемый ин- 
тегралъ (безъ множителя впереди) обращается въ 

/*^* 5ш ц> С05 О) <1х _^ . / * зМиКк , 

гд'Ь ш = д: 1г. При ^^ = оо первый интегралъ обращается въ 



к.Г '" 



,,, , ЯП 2 <о с1х 
слгк .у 



И сл']Ьдовательно равенъ нулю; второй же интегралъ при ^ = оо обращается въ 



2% 

'' о 



Им']Ья въ виду посл']Ьдн1й результатъ, мы, для нахожден1я пред'Ьла 
интеграла [см. (71)] 




(^34) ^. /^ т+г / 1-;:773^^^тг-^^'^- 



разобьенъ интервалъ (о, I) на дв^ части: 

ДЛЯ первой части численное значеше интеграла (134) **^ превышаетъ 

11,1 I 
• — •2/.' — п — =•• > 

И при р. > О им-Ьетъ пред-Ъломъ о при /^ г::! оо ; для второй части интервала, 
зам'Ьчая, что 2-{-^ отличается отъ 2 бол-Ье, ч-Ьмъ на I повторимъ 



'♦I 
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разсужден1Яу основанный на (75)у и находимъ для высшаго пред-Ьла числен- 
наго значены 



I I 1+р. 1 

271 **' 

и такъ какъ к всетда можно считать равнымъ /„ , то предыдущее выра- 
жеше обращается въ 

— е I 

и им-Ьетъ пред-кломъ о при 1^=1оэ. Итакъ пред'Ьлъ интеграла (134) ^'ри 
/„ = оо равенъ о и не вл1яетъ на пред-^льное значете интеграла (гз^)- 

Займемся теперь изучешемъ при а = I восьми интеграловъ (90) — (9?)» 
изъ которыхъ составляется значен1е интеграла (13^)- Пред'Ьлы первыхъ 
трехъ интеграловъ остаются безъ изм']Ьнен1я и при а = I, такъ какъ мы 
не пользовались при ихъ нахожденш свойствомъ (75) числа т; такимъ 
образомъ 
(135) ^1^-1 С5, = Оз = о. 

Для опред']Ьлешя пред'кла интеграла (93) намъ понадобится найти 

пред.Гт /"^*%=^^у1; 
т = о1 .'о сп^у ^ 

имъемъ • 



I сгА* у ^ I -сНгу ^ I гЛ2у(1+^А2у) 

е/ о ^ о «^0 



— -с) у . тс 



2 $гп -г 
о — * 



гд-Ь О < О ^ I, такъ какъ при т ^ о должно быть 

такимъ образомъ находимъ : 

(1 з6) пред. Гт . /'"" ' --^^~ ^у1 = пред. -^ 1 - пред. (»т) = 2. 

Представивъ интегралъ (93) (при а = г) въ вид-к: 

('37) Г^^-^^,(,^а., 

гд-Ь 

(138) у(х) = --.^,— . — .ту^ ,д./' ^У. 

находимъ въ силу (136) 

V (а.о)г^±-.-.2=-с-; 



1 



186 

такъ какъ функщя V (т) остается конечной при о ^ т < I (верхшй пре- 
д-Ьлъ X въ (137) р21венъ — ^ и содержится между ей I — 8^) и им'Ьетъ въ 
области справа отъ т == о лишь конечное число колебангй, то на основанш 
случая 2 теоремы В пред-Ьлъ интеграла (137) "Ри ^п = ^ равенъ 

039) С, = ^^- ^=^-1, 

причемъ + отв-Ьчаетъ уравненш (9) и — (ю). 
Интегралъ (94) представимъ въ вид-Ь 

(но) г !!1ф^1 у (,) ^,, 

,/ О 51ПТ 1 ^ '^ ' 

гд* 

такъ какъ 

то на основанш (136) пред-клъ при т=: о скобки, входящей въ (н^)* Ра- 
венъ I) . —г- . 2, гд-Ь о < О < I, а сл-^здовательно 

и, повторяя разсуждешя, приведш1я выше къ выражешю С/^, находимъ, что 
пред-Ьлъ при 1^ — 00 интеграла (140) равенъ о, т. е. 

С142) С^ — о. 

Относительно интеграл овъ (95) и (96) въ общемъ изсл'Ьдоваши мы 
уб'Ьдились, что пред-Ьлы ихъ нули при /^ = оо , если нижшй пред-Ьдъ ин- 
тегрирован1я по т не меньше 28^, ; такимъ образомъ теперь нужно только 
доказать, что тЪ же интегралы, распространенные на область значешй х отъ 
о до 2бо, также им-Ьютъ пред'кдомъ о при /^ = оо . Въ самомъ д'Ьл'Ь, по 
отд-кленхи множителя 

остающееся въ обоихъ интегралахъ выражеше представляетъ такую функц1ю 
отъ т, которая въ интервал^Ь (о, 2 6^) им-Ьетъ лишь конечное число ^ ко- 
лебашй и остается численно меньше 



И 2(1 — б,,) 



тсгг ш 



(^0 наибольшее изъ чиселъ а" и Ь^ по абсолютной величин'^), такъ какъ 
каждая изъ функщй 

(Ну . $Н(2 — т)|/ сН(2 — х)у 
сЬк^ у сЬ? у 
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остается меньше .2 и 

р К^ч ^- 



О 



Прилагая формулу IV гл. I, убеждаемся, что численная величина 
каждаго изъ интеграловъ (95) и (96), распространенныхъ на область (о, 2 е^,) , 

будетъ меньше (? + х) . ''^ • ^ и сл-Ьдовательно обращается въ о при 1^ -— оо ; 

такимъ образомъ по прежнему им'Ьемъ 

(ЧЗ) С^^С^^о. 

Обращаясь къ посл-Ьднему интегралу (97)> дадимъ ему форму 

(■44) /"-Й^'.»'^. 

О 

гд-Ь 

(45) ^« = -Т-1П- -— •|_'^Уо ХЧ^—^Ч^и' 
зам'Ьчая^ что въ силу неравенствъ 

пред'Ьлъ скобки, входящей въ (145)> при т1=о можно принять равнымъ 

» . 2 . - 5 - 
при о < о < I , находимъ 

г \ \ Ьа I ^ 

и повторяя разсужденЫ, приведш1я къ выражен1ю (139)» находимъ 

(146) С^ — о. 

Изъ найденныхъ нами новыхъ выражешй для чиселъ (/р-.-С/д С^ЗЗ» 
9, 142> 3> ^) сл-Ьдуетъ, что 

(147) пред. /*' <Р1 (^ I, А,) ^^ = { _^ ' 

причемъ о отв-кчаетъ уравнешю (9) и— I уравнешю (ю), и верхн1й пре- 
д'клъ ^ ооред'к;1яется услов1емъ (132)* ^^ останавливаясь на выражешяхъ 
для Ф, Ьу М, составлеше которыхъ не представляетъ затрудненгй, зам-Ь- 
тимъ, что сумма изучаемыхъ нами рядовъ, расположенныхъ по /^ (ос), при 
ос = I д-клается равной 

(148) пред. г1/(^)?1(^-1, 1,А«) ^^ = пред. Г'/( I +0 ?1 (^. I. *„) ^^ = 

П=.СО *^о ±1 

_|/(1-0).0 

-\/(|-о; . • 
если, конечно, / (дс) въ области сл'Ьва отъ х = I выполняетъ услов1я одного 
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изъ случаевъ 2 — 6 теоремы В и если интегралъ (130) обращается въ о 

ВМ'ЬСТ'Ь съ 8^. 

Окончательный результатъ нашихъ изсл'йдован1й для удобства форму- 
лируемъ въ вид']Ь двухъ отд'кдьныхъ теоремъ. 

Теорема 9. При V > — I безконечный рядъ 

оо 
гд-Ь 

а, = V ,— • X к (К х) {(х) ах 



'^^и^^/1''^^^^^''^^^'''^ 



и \^ означаютъ положительные корни уравнен1я 

Л {х) - о, 
расположенные по порядку ихъ величины, им-^етъ суммою 

И/(«-о)+/(« + о)] 
или 

смотря по тому, представляетъ ли точка :яс = а, взятая между о и I, точку 
конечнаго разрыва или такую, гд'Ь / (дг) непрерывна. 

При этомъ предполагаются выполненными сл'Ьдуюпия услов1Я относи- 
тельно функцш /(:с): въ интервал-^ (о, I) функц1я/(х) остается способной 
къ интегрировашю и вообще конечной; если же она обращается въ безко- 
нечность въ групп-Ь точекъ конечнаго порядка, лежащихъ внутри интервала 
(о, I), то интегралы 

Г|/(^)И^. 

распространенныя на область каждой точки упомянутой группы, должны быть 
безконечно малыми вм']кст'Ё съ велечиною области. Дал'Ье, въ области справа 
отъ о должно быть безконечно малымъ вм-ЬсгЬ съ величиною области интегралъ 

(49) а\х^Лх)\Лх, 

въ которомъ 



?= 



— \ при — I < V ^ — ^ 
\ при — ^ < V ^ I 



, I — V при V > ^. 

Наконецъ, въ области разсматриваемой точки х = а, взятой между 
о и 1^ какъ сл']Ьва такъ и справа отъ а, функц1я / (дг) остается конечной 
и выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 2 — 6 теоремы В. 

При а = I сумма изучаемаго ряда равна о, если / (д:) въ области 
сл-Ьва отъ X = I выполняетъ услов1я одного изъ случаевъ 2 — 6 теоремы В. 

При ее = о, какъ видно непосредственно, рядъ им']Ьетъ суммою о при 
V > о и д-Ьлается расходящимся при V < о . 



гд-Ь 
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Теорема 10. При V >• — I безконечные ряды 

(2V + 2) «V Г / (Х) . х"^' ^;с + 2 «у' /V («^), 
2| х;^{гуох)/(х)11х оо 






^х 



и Х^. означаютъ положительные корни уравнен1я 

(150) лс/;(х)-ЛЛ(х)=о 
или равносильнаго уравнешя 

X Л+1 (.Х) + (А - V) /^ (Х) -- О 

соотв'&тственно при у<:лов1яхъ 

Л < V, Л = V, л > V, 

а число /уо означаетъ мнимый корень т-Ьхъ же уравнен1Й при Л > V , 
им-Ёютъ суммою 

}[/(«- о) +/(« + о)] 
или 

Я«) 

при о < а <; I и при выполненш тНЬхъ же услов1й относительно функши 
/(х), какъ въ теорем-Ь 9- 

При а = I приведенные ряды им-Ьютъ суммою / (I — о) и при а = о 
они им-кютъ суммою о при V > о , но д-Ьлаются расходящимися при V < о. 

Зам^чаше 1. При V = -}-^ функшя /^ (х) получаетъ значеше 

и уравнеше (150) обращается въ 

(151) X С05 х — (^к + ^) 5т х = о. 
Разложешя теоремы ю принимаютъ форму 

оо 



М1 У^ 






гд-Ь 
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<'.=-* 



2 ^ |/ ж / (х) «я Ху.д: Лх 



1п^ X, 



5<11 



Ь'-0\ 



И Х^ означають положительные корни уравнен1я (г5^) соотвНЬтственно при 

Если мы положимъ теперь 

и, на основан1и уравнешя (151)» 

если загЬмъ введемъ 

то для функши /^(а) въ интервал-Ь (о, х) получимъ три разложения 



оо 



2 С1- ' $Ы \л, 



>-1 
Л ОО 



гд-Ь 






и Х^ означаютъ положительные корни уравнен1Я 

;с сох х + р зт х~ о 
соответственно при услов1яхъ 

///о означаете мнимый корень того же уравнен1я, возможный лишь при/) < — I. 

Справ.1яясь съ Зам-Ьчатемъ кт» Теорем-Ь з в"*» кондНЬ главы Ш, мы 
нахолим'ь тамъ т-Ь же самыя раз.10жен1я, выведенныя инымъ путемъ. 

За1|4чан1е 8, Второе разложен1е теоремы то приведено въ н-Ьсколько 
и>10й (|юрм-к у другихъ авторовъ, именно первый членъ им-кетъ форму 

.Г' Д-^-^« / (л) ./.V 



у и. 01Ш, 5епе <11 Роиг1ег, р. 2б8 и форму 

у N. N161860, НапйЬисЬ йег ТЬеопе Лет СуИпйегйшкпопеп, р. 354 (5)- 

Но легко обнаружить на частномъ прим'Ьр'Ь, что в^рна та именно 

редакшя, которая сообщена у насъ въ Теорем-Ь ю. 
Въ самомъ Акп% покажемъ сперва, что 

(152) /; Х-'+Ч.М'1х=0, 

если к^ означаетъ положительный корень уравнешя 

Л+.1(^) = о; 
для этого, переписавъ уравнен1е (г) въ вид'Ь 

зам-Ьнимъ V на V -|- I и X на х^, что даетъ : 

(x^у'^' ихО = -; ^ [(хО •'+^ Л+1 (^0]: 

интегрируя по д: въ пред'Ьлахъ отъ о до I, находимъ при V >► — I 






и при / = Х^. получаемъ формулу (152). 

Полагая теперь во второмъ разложен1и теоремы Ю: 

/(«)-«\ 

находимъ въ силу (152) 

а; = о, 

посл-Ь чего разложен1е обращается въ тождество 

при нашей редакщи и даетъ противор'Ьчхе при другихъ редакц1яхъ. 

Зам^чате 3. Въ изсл'Ьдован1яхъ 11. 01п1, Зегге с!! Роиг1ег, р. 2б8 по- 
казатель д им'Ьетъ иное, ч']Ьмъ у насъ^ значен!е всл'кдств1е одной ошибки, 
дохгущенной при составлении формулъ, аналогичныхъ нашимъ формуламъ 
(124), (12$). Впрочемъ, N. N^е18еп, НапйЬисЬ е1с, р. 388 исправляетъ эту 
неправильность, согласно словесному сообщеп1ю проф. 11. В1П1, сд-Ьланному 
въ 1903 г. 

КромПЬ того, проф. и. 01п1 не указываетъ на появлен1е въ разложеши 
добавочнаго перваго члена при условхи /г > V въ теорем'Ь ю. 
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